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Wprowadzenie

W dziatalno$ci ubezpieczeniowej wazne miejsce zajmujg klasyczne ubezpieczenia
na zycie, dlatego metody analizy i oceny takich ubezpieczen sg dobrze znane i szeroko
opisywane w literaturze. W praktyce za$ prawie kazdy produkt ubezpieczeniowy opar-
ty jest jedynie na modelowym ksztalcie ubezpieczenia tradycyjnego czy wielorakiego,
aw rzeczywistos$ci jest produktem bardziej ztozonym. Wigkszos¢ firm ubezpieczeniowych,
dostosowujac si¢ do potrzeb klientow i wzbogacajac atrakcyjnos$¢ swojej oferty, propo-
nuje nowe oferty ubezpieczenia na zycie z mozliwoscia wykupu réznorodnych opcji
majacych na celu zapewnienie ochrony w przypadku réznych zdarzen losowych. Tego
typu umowy ubezpieczenia stanowig przyktad ubezpieczenia ztozonego o rozszerzonym
ryzyku ubezpieczeniowym. W literaturze polskiej brak jest jednak wszechstronnej
analizy formalnej ubezpieczen tego typu, dlatego tez stanowilo to przestanke do opra-
cowania monografii obejmujacej kompleksowa analizg ubezpieczen o rozszerzonym
ryzyku ubezpieczeniowym, ktora uzupetniataby te luke.

Istota przedstawionej w monografii analizy aktuarialnej jest rezygnacja z modeli
deterministycznych na rzecz modeli probabilistycznych opartych na wykorzystaniu
procesoéw stochastycznych, a wynika to z konieczno$ci uwzglednienia dynamicznego
podejscia do tego typu uméw ubezpieczeniowych, uwzgledniajacego losowe jej uwarun-
kowania wynikajace z procesu aktywizacji opcji, jak rowniez jego wplyw na finansowy
aspekt ryzyka. Tym samym rozszerzone ryzyko w ubezpieczeniach na zycie rozpa-
trzono w dwoch aspektach zwigzanym z przedmiotem ubezpieczenia oraz finanso-
wym. Ryzyko zwigzane z przedmiotem ubezpieczenia dotyczy oceny prawdopodobien-
stwa zajécia r6znych przypadkow zyciowych w zyciu cztowieka i w tym zakresie
zaadaptowano zaproponowane dotychczas podej$cia do modelowania i analizy ubezpie-
czen dotyczacych wielorakich przypadkéw zyciowych. Natomiast aspekt finansowy
ryzyka dotyczy wycen przeptywow pieni¢znych dokonywanych przez ubezpieczyciela
i wystepuje gtéwnie w takich elementach jak: wycena ubezpieczenia, kalkulacja sktadek
ubezpieczeniowych i rezerw matematycznych skladek, analiza procesu ryzyka oraz
szkodowosci portfela. W tej analizie wykorzystano metodyke wyceny przeptywow pie-
ni¢znych i ich warto$ci aktuarialnych zaproponowanych przez Norberga i Harrisona.

Takie ujecie problemu pozwolito na okreslenie podstaw umozliwiajacych prawidtowsa
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wycene przeplywdw pienigznych, stanowiacych podstawe dalszych kalkulacji, ktore
umozliwiaja ubezpieczycielowi prowadzenie dziatalnosci w tym zakresie i zapewniaja
jego wyptacalnosc¢. Przeprowadzona analiza stanowi potaczenie zagadnien statystycznych,
aktuarialnych i finansowych, pozwalajacych ubezpieczycielowi dokona¢ poprawnej
wyceny ubezpieczenia o rozszerzonym ryzyku i oceny jego szkodowosci. Ksigzka skta-
da si¢ z siedmiu rozdzialow.

W pierwszym rozdziale przedstawiono zmiany organizacyjno-prawne i zasady
funkcjonowania rynku ubezpieczen w Polsce, jak réwniez omowiono specyfike ryzyka
zwigzanego z dziatalno$cig ubezpieczeniowq.

W rozdziale drugim przedstawiono uogolniony model probabilistyczny ubezpie-
czenia ztozonego o rozszerzonym ryzyku. Model ten jest formalng konstrukcja opisuja-
ca tego rodzaju ubezpieczenia. Ze wzgledu na dynamiczny charakter aktywizacji opcji
oraz uwarunkowania typu losowego za odpowiednie uznano procesy Markowa. Modele
tego typu stanowig ramy modelowania losowego pewnego wzorca stanow, ktorych do-
$wiadcza badana jednostka w okreslonym czasie. Ich najwieksza zaleta jest elastycznos¢,
ktora sprawia, ze majg szerokie spektrum zastosowan. Od wielu lat modele wielostano-
we oparte na procesach Markowa wywotuja coraz wigksze zainteresowanie 1 znajdujg
zastosowanie wiasnie w aktuariacie. W tym przypadku modelowany jest losowy wzorzec
standw, ktorych doswiadcza ubezpieczony w okresie obowigzywania umowy. Co wazne,
w tym kontekscie przej$cia miedzy stanami majg miejsce, gdy zdarzenie wywotuje
okreslony przeptyw finansowy pomiedzy stronami umowy, co jest rtownowazne z akty-
wizacja okreslonej opcji polisy ubezpieczeniowej. W tym ujeciu modele Markowa znaj-
duja zastosowanie w ubezpieczeniach:

— zdrowotnych,

— opieki dtugoterminowej (LTC),

— rentowych,

— na zycie.

W wielu opracowaniach dotyczacych ubezpieczen zdrowotnych, w tym w szcze-
golnosci zwigzanych z opieka dlugoterminowa (LTC) czy rentowych, opracowano ramy
wyceny przeptywow pienieznych i rezerw zaréwno z procesem Markowa, jak semi-
-Markowa. Z drugiej strony modele Markowa pozwalaja uja¢ réwniez zmiany stanow
bedace wynikiem behawioralnych zachowan ubezpieczonych, np. zwiazanych z zaprze-
staniem oplaty sktadek w wyniku utraty pracy, zmian¢ wysokosci sktadki czy rezygna-
cje z ubezpieczenia.

W Polsce wszystkie wymienione typy ubezpieczenia stanowig odrgbne grupy, ale
w ramach Dziatu I Grupy 5 mozna rozwazac je w ramach jednej kategorii jako ubezpie-

czenia wypadkowe i chorobowe bedace uzupelnieniem ubezpieczen na zycie. Takie
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ujecie przyjeto w monografii i zaproponowany ogolny model probabilistyczny obejmuje
zmiany stanéw wynikajace zarowno ze zdarzen losowych zachodzacych w zyciu ubez-
pieczonego, jak i jego zachowan behawioralnych. Takie ujecie problemu umozliwia
przeprowadzenie analizy aktuarialnej ubezpieczen o rozszerzonym ryzyku ubezpie-
czeniowym, na ktore sklada si¢ kazde wydarzenie skutkujace zmiana przepltywow
pienieznych zwiazanych z tym ubezpieczeniem.

Zastosowanie takiego modelu wigze si¢ z oszacowaniem prawdopodobienstwa
i odbywa si¢ to w sposob analogiczny jak w przypadku klasycznych modeli $§miertelno-
$ci z wykorzystaniem réwnan Kotmogorowa-Chapmana. Wybor klasycznego modelu
Markowa, w ktérym nie ma zaleznosci od czasu trwania, pozwala na zachowanie pro-
stoty obliczen, jednak poniewaz proces ten ignoruje efekty minionej $ciezki zyciowej,
czyli czasOw trwania, jest mniej praktyczny. Niestety brak dostepnosci do danych unie-
mozliwia zastosowanie proceséw semi-Markowa. Rozwazania dotyczace modeli Mar-
kowa i semi-Markowa i mozliwosci ich zastosowania m.in. w obszarze ubezpieczen
znalez¢ mozna w wielu pracach, w szczegdlnosci: Hoema (1969), Andersena i in. (1991),
Habermana, Pitacco (1998) i Hougaarda (1999). P6zniejsze badania nad modelowaniem
zachowan losowych ubezpieczajacych obejmujg prace: Andersena, Keidinga (2002),
Mollera, Steffensena (2002), Wolthuisa (2003) Janssena, Manki (2007), Christiansena
(2010, 2012), Thomasa, Plancheta (2013). Jako przyktad opracowan zwigzanych z uza-
leznieniem od czasu trwania, czyli obejmujacych zastosowanie modeli pétmarkowskich,
wymieni¢ mozna np.: Czado, Rudolph (2002), Koller (2012), D’Amico, G., Guillen, M.,
Manca (2013), Buchardt i in. (2014, 2015), Biessy (2015).

Rozdzial trzeci poswiecony jest wycenie ubezpieczenia ztozonego obejmujacej
prawidlowa wycene wszystkich przewidzianych w tego typu umowie strumieni finanso-
wych. Co wazne, w ostatnim dziesi¢cioleciu nastgpily istotne zmiany w sposobie wyceny
zobowigzan ubezpieczeniowych. Wynika to z pojawienia si¢ takich systemow wyptacal-
nosci jak Solvency II czy C-ROSS, ktoére bazuja na zatozeniu, ze wyceny powinny by¢
oparte na rzeczywistym ryzyku i uwzglednia¢ dostepne informacje dostarczane rowniez
przez rynki finansowe. Jedng z kluczowych zmian byt wymoég okreslenia spojnych z ryn-
kiem wartos$ci dla zobowigzan ubezpieczeniowych w celu zagwarantowania lepszego
dopasowania aktywow i zobowiazan oznaczajacych tzw. rynkowa wycene aktywow.
Standardowa wycena aktuarialna opiera si¢ przede wszystkim na argumencie dywersyfi-
kacji, uzasadniajacym stosowanie prawa wielkich liczb niezaleznych ubezpieczajacych,
ktorzy sa narazeni m.in. na ryzyko zwiazane z przedmiotem ubezpieczenia. Natomiast idea
Solvency II i C-ROSS polega na $cislejszym uzaleznieniu wyceny od wielkosci ryzyka
finansowego podejmowanego przez firmy ubezpieczeniowe i dlatego w niniejszej mono-

grafii zbadano tzw. rzetelng wycene odpowiedzialnosci ubezpieczeniowej z uwzglednieniem
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przepltywow pienieznych w czasie cigglym. Tym samym w przypadku ubezpieczen ztozo-
nych oznacza to, ze ustalajac zaktualizowana i aktuarialng wartos$¢ przeptywow pienieznych,
konieczne jest uwzglednienie wptywu rozszerzonego ryzyka i wyznaczanie ich jako od-
powiednich warunkowych wartosci oczekiwanych. Wycena ta w przypadku analizowanych
ubezpieczen zostala przeprowadzona z uwzglednieniem procesu $miertelnosci, historii
procesu aktywizacji opcji, jak réwniez z uwzglednieniem informacji dotyczacych rynku
finansowego:

— przyjetych stop procentowych,

— decyzji finansowych ubezpieczyciela.

Nalezy zauwazy¢, ze uwzglednienie ztozonej filtracji procesow, w kontekscie
rozwazanych ubezpieczen o rozszerzonym ryzyku aktuarialnym, daje ramy wyceny,
ktore tacza oba podejscia, uwzgledniajac zarowno wzgledy aktuarialne, jak i rynkowe.
Wskazujac jednoczesnie, ze prawidtowa wycena to warunkowa warto$¢ oczekiwana
bedaca sumg wartosci aktuarialnej ryzyka dywersyfikowanego plus dodatkowy margines
na pokrycie nie w petni zdywersyfikowanego i niepodlegajacego dywersyfikacji ryzyka.

Sprawiedliwa wycena zobowigzan ubezpieczeniowych, ktora taczy podejécie
zgodne z rynkiem i wycen aktuarialnych w kontekscie ubezpieczen zdrowotnych, LTC,
rentowych, odpowiedzialnosci cywilnej itp., jest rowniez badana w pierwszych pracach
Norberga i Harrisona z lat 90. Rozwazania tego typu kontynuowane byty w pdzniejszych
pracach: Bacinello (2003), Dahl, Moller (2006), Steftensen (2006), Pelsser (2010), MShr
(2011), AIA (2014), Pelsser i Stadje (2014), Buchardt i Moller (2013, 2015), Pelsser i Gha-
lehjooghi (2016), Dhaene i in. (2017), Engsner i in. (2018), Delong i in. (2019) oraz Barigou
iin. (2019).

W rozdziale czwartym, wykorzystujac wyniki rzetelnej, zgodnej z rynkiem
1 aktuarialnej wyceny strumieni przepltywow pieni¢znych w czasie ciggtym, zbadano
proces zagregowanej wyplaty, inaczej nazywany procesem skumulowanych roszczen,
ktory stanowi istotny miernik oceny efektywnosci dtugookresowych decyzji finansowych.
W celu zrozumienia charakterystyki zobowigzan z tytulu rozwazanego ubezpieczenia
na zycie o rozszerzonym ryzyku, w szczegolnosci przysztych zobowigzan pienigznych,
istotne jest zbadanie ich rozktadu. W zwigzku z tym, Ze najlepszym oszacowaniem zo-
bowigzania jest warto$¢ rynkowa, w pracy wyznaczono warunkowa wartos$¢ oczekiwa-
ng procesu zagregowanej wyptlaty, ale w analizie uwzgledniono réwniez podstawowe
charakterystyki funkcyjne rozproszenia, takie jak wariancja i odchylenie standardowe.
Mierniki te pozwalaja opisywac i mierzy¢ stopien ,,ryzykownosci” tego typu umow
ubezpieczenia i jako podstawowa miara ryzyka stanowi¢ mogg informacj¢ o koniecznej

korekcie wynikajacej z rozszerzonego ryzyka, jakie podjat ubezpieczyciel w tego typu
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umowach. Ponadto formalnie wyprowadzono analityczng posta¢ ich dystrybuanty, co
pozwolito unikna¢ zatozen dotyczacych rozktadu szkéd w dalszych analizach.

Kolejne dwa rozdzialy, piaty i szosty, poswigcone sg podstawowym kalkulacjom
obejmujacym wysokos¢ sktadki netto oraz rezerwy matematycznej sktadek. Problem
kalkulacji rezerw i ustalania sprawiedliwej ceny podejmowany jest przez wielu autorow
zajmujacych si¢ ubezpieczeniami. Opracowania dotyczace tego problemu rdznig si¢ mie-
dzy soba wyborem modeli finansowych i ubezpieczeniowych, celow cenowych czy stra-
tegii zabezpieczajacych, jak rowniez zastosowanych technik matematycznych dostosowa-
nych do rozwazanego typu ubezpieczenia. Z drugiej strony wszyscy Autorzy sg zgodni,
7e wycena zobowigzania ubezpieczeniowego (sktadka) moze by¢ przedstawiona jako:

— najlepszy szacunek i marza za ryzyko dodatkowe,

— warto$¢ aktuarialna portfela inwestycyjnego dla zabezpieczanego ryzyka,

— warto$¢ aktuarialna §rodkow wykorzystanych na pokrycie ryzyka niepodlega-

jacego zabezpieczeniu.

W niniejszej monografii wartosci sprawiedliwe zobowigzan sa wyznaczone jako
najlepszy szacunek zobowigzania plus marza za ryzyko, poniewaz takie podejscie jest
zgodne ze stosowanymi w praktyce ubezpieczeniowej dwoma standardami wyceny re-
zerw: Solvency Il 1 MSSF 17 IFRS. W obu standardach wyceny stosowane sg terminy
zwane:

— najlepszym oszacowaniem,

— marginesem ryzyka lub korekta ryzyka.

Terminy te sg dobrze rozumiane w praktyce, jednak nie zawsze zostaly w petni
sformalizowane z matematycznego punktu widzenia i badan nad tym, jak prawidtowo
zdefiniowa¢ regute wyceny dla poszczegoélnych typow ubezpieczenia, ktéra prowadzi
ostatecznie do najlepszego oszacowania.

Najlepszy szacunek w przypadku ubezpieczen o rozszerzonym ryzyku odpowia-
da warunkowej warto$ci oczekiwanej przysztych przeptywow pienieznych zdyskonto-
wanych stopg procentowg w celu odzwierciedlenia zmiany wartosci pienigdza, z uwzgled-
nieniem procesu aktywizacji opcji. Skorzystanie bowiem z ktorejkolwiek z opcji zmienia
nie tylko struktur¢ przysztych przeptywow pienigznych, ale rowniez wrazliwo$¢ na
zmiany stop procentowych. Natomiast margines ryzyka jest dodawany jako korekta
w celu ochrony ubezpieczyciela przed niekorzystnymi odchyleniami i zrekompensowa-
nia ubezpieczycielowi podjecia dodatkowego ryzyka. Co wazne, korekta z tytutu ryzyka
jest specyficzna dla danego ubezpieczyciela i moze by¢ swobodnie okreslona przez zaktad
zgodnie z:

— wyceng zmiennych przeptywow pieni¢znych z tytutu dodatkowych zobowigzan,

— wymogami kapitatowymi dotyczacymi wyptacalnosci w czasie ciaglym.
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W przypadku ubezpieczen ztozonych korekta z tytutu ryzyka oznacza koniecznosc¢
tworzenia dodatkowo tzw. kapitatu podwyzszonego ryzyka, ktéry ma wystarczy¢ na
pokrycie rzeczywistego ryzyka ubezpieczeniowego objetego ochrong, a jego wysokosé
wynika z wyceny zmiennych przeplywow wynikajacych z dodatkowych zobowigzan.

W procesie kalkulacji sktadek, analogicznie jak w kontek$cie wyceny rezerw,
obecne zmiany w zakresie zasad rachunkowos$ci ubezpieczeniowej i wyptacalnosci wy-
muszajg podejscie uwzgledniajace rzeczywiste ryzyko determinowane nie tylko przez
przypadki losowe zachodzace w Zyciu ubezpieczonego, ale rowniez zachowania posia-
dacza polisy oraz ryzyko finansowe z tym ubezpieczeniem zwigzane. Zatem skladka
ustalona jako sprawiedliwa cena za rzeczywiste ryzyko to warunkowa warto$¢ oczeki-
wana wazona prawdopodobienstwem, ktora w przypadku ubezpieczen o rozszerzonym
ryzyku ubezpieczeniowym jest sumg dwoch sktadnikéw przeznaczonych na pokrycie
ryzyka wynikajgcego z podstawowej umowy ubezpieczenia oraz korekty wynikajacej
z rozszerzonego ryzyka zwigzanego z tego typu polisami. Problem tworzenia rezerw
matematycznych w zakresie szeroko pojetych ubezpieczen podejmowali: Norberg (1995a,
2001, 2014), Norberg i1 Steffensen (2005), Moller i Steffensen (2007), Pelsser (2010),
Pelsser i Stadje (2014), Christiansen i in. (2014), Happ i in. (2015), Pelsser i Ghalehjooghi
(2016) oraz Engsner i in. (2018). Natomiast kalkulacje, ktorych celem byto ustalenie
sprawiedliwej ceny za przyjete ryzyko, podjeto m.in. w: Asmussen, Moller (2003), Dick-
son (2006), Bacinello i in. (2009), Christiansen (2007, 2012).

Ostatni rozdzial ksiazki to analiza ,,szkodowos$ci” portfela ubezpieczyciela, kto-
ra jest istotnym problemem z zakresu gospodarki finansowej ubezpieczyciela i, co waz-
ne, ma stosunkowo duzy wptyw na sposob zarzadzania zaktadem ubezpieczen. Dzigki
niej mozliwa jest kontrola nad nadmiernym wzrostem odszkodowan zaréwno w catym
portfelu, jak i w poszczegdlnych produktach (grupach produktow) ubezpieczeniowych.
W literaturze istnieja rozne podej$cia do tego zagadnienia. W tradycyjnym rozumieniu
przez stowo ,,szkodowos$¢” rozumie si¢ wskaznik szkodowosci i jego konkretng wartosc,
ktora moze stanowic baze do oceny ryzyka. Zgodnie z rozporzadzeniem Ministra Finan-
sow z dnia 12 kwietnia 2016 r. wskaznik szkodowosci definiowany jest z uwzglednieniem
odszkodowan i $wiadczen (z uwzglgdnieniem zmiany stanu rezerw na niewyplacone
odszkodowania i §wiadczenia) w stosunku do sktadki zarobionej w okreslonym czasie.
Takie podejs$cie oznacza, ze szkodowo$¢ wyznaczana jest w ustalonym momencie trwa-
nia ubezpieczenia, natomiast w monografii, uwzgledniajac takie ujecie problemu, zba-
dano szkodowo$¢ portfela rozumianego jako proces straty nazywanej rowniez nadwyz-
ka finansowg ubezpieczyciela. Proces ten daje wazng informacj¢ o ryzyku finansowym,
a ponadto stanowi podstawe analizy zasobow finansowych zwigzanych z ubezpieczeniem.
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Wprowadzenie

Informacje te sg niezwykle przydatne w dtugoterminowym planowaniu i dla zachowania
wyplacalnosci ubezpieczyciela.

Poniewaz ideg powstania monografii byto zatozenie zilustrowania dos¢ trudnego
matematycznie aktuarialnego i finansowego aspektu ubezpieczen ztozonych, osiagnigte
wyniki teoretyczne zostaty w kazdym rozdziale zilustrowane przyktadami tradycyjnych
ubezpieczen obejmujacych ubezpieczenie na zycie (UZ) i dozycie (UD) oraz przyktadami
ich ztozonych wariantéw. Takie ujgcie sprawito, ze monografia adresowana jest do stu-
dentow kierunkow ekonomicznych, matematycznych czy podyplomowych z zakresu

ubezpieczen, jak rowniez moze stanowi¢ interesujaca pozycj¢ dla praktykow (aktuariuszy).
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1. Rynek ubezpieczen na zycie

1.1. Zmiany organizacyjno-prawne na rynku ubezpieczen

Historia polskiego rynku ubezpieczen siega czasow przedwojennych. Przed rokiem
1939 istnialo 38 towarzystw ubezpieczen wzajemnych, 72 prywatne firmy ubezpiecze-
niowe oraz 16 instytucji ubezpieczeniowych. Jednak po drugiej wojnie §wiatowej dzia-
talno$¢ prowadzity juz tylko dwa zaktady ubezpieczen (Stroinski 1983):

— Panstwowy Zaklad Ubezpieczen (PZU), ktory miat wylaczno$¢ na prowadze-

nie krajowych ubezpieczen osobowych i majatkowych,

— WARTA, ktéra miata wytaczno§¢ w zakresie dewizowych ubezpieczen ma-

jatkowych i1 osobowych, a takze reasekuracji.

Ze wzgledu na wyznaczony zakres i podziat dziatalno$ci miedzy te towarzystwa
ubezpieczeniowe rynek zostal w sposob naturalny zdominowany przez PZU, ktory, co
wazniejsze, funkcjonowal jednoczesnie jako integralna cze$¢ administracji panstwowej.
W 1984 r. uchwalono ustawg o ubezpieczeniach majatkowych i osobowych (Ustawa
1984), ktora dopuszczono tworzenie nowych towarzystw, ale warunkiem ich powstania
byto przyjecie jednej z trzech form prawnych: zaktadu panstwowego, spotdzielni badz
spotki akcyjnej z wigkszosciowym udziatem Skarbu Panstwa. Ustawa byta przykladem
na to, ze pomimo ogromnych zmian polski rynek ubezpieczeniowy wcigz byt bardzo
ograniczony. Pierwsza zmiana tej ustawy miala miejsce w maju 1989 r. i byta to nowe-
lizacja (Ustawa 1989), ktora znosita przede wszystkim ograniczenia zwigzane ze struk-
tura wlasnosci powstajacych towarzystw ubezpieczeniowych i dopuszczata mozliwosé
tworzenia niepanstwowych zaktadow ubezpieczeniowych z polskim kapitatem prywat-
nym. Jednak juz w roku 1988, czyli rok wczesniej, nastgpito faktyczne ztamanie mono-
polu na rynku ubezpieczen w Polsce. Doszto wtedy do rejestracji towarzystwa ubezpie-
czeniowego o charakterze spoldzielni ubezpieczeniowej WESTA.

Z jednej strony nastapita wiec liberalizacja struktury wlasnosci, z drugiej nie zmie-
niono zasadniczych przepisow regulujacych zasady ich funkcjonowania, np. nie wprowa-
dzono zadnych kryteriow licencjonowania, nie zostat rozwigzany problem sprawnego czy
fachowego nadzoru nad rynkiem ubezpieczen. W tej sytuacji tylko pozornie otwarto

rynek ubezpieczen na nowy kapitat i nowe rozwiazania, dopuszczajac tylko ograniczona
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konkurencje, co w rzeczywistosci nie wzmacniato catego sektora. Zmiany ustrojowe
w Polsce spowodowaty konieczno$¢ przebudowy rowniez systemu ubezpieczen w Polsce
128 lipca 1990 r. uchwalono nowg ustawe o dziatalno$ci ubezpieczeniowej (Ustawa 1990).
W ustawie tej po raz pierwszy zostaty okreslone podstawowe zasady organizacji rynku
ubezpieczeniowego i reasekuracyjnego, do ktorych nalezaty:

— otwarcie polskiego rynku ubezpieczeniowego dla kapitatlu zagranicznego,
ktore dopuszczato tworzenie zaktadow ubezpieczen z udziatem kapitatu zagra-
nicznego w formie spotki akcyjnej z siedzibg i centrala na terenie Polski,

— zasada protekcjonizmu — obowigzywat zakaz dziatalno$ci na terenie Polski
zagranicznych zaktadéw ubezpieczen (pierwotnie do 1993 r., a nastgpnie do
1999 1),

— ograniczenie form organizacyjno-prawnych do spotki akcyjnej lub towarzy-
stwa ubezpieczen wzajemnych,

— koncesjonowanie dziatalnos$ci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej,

— ograniczenie pozaubezpieczeniowej dzialalno$ci gospodarczej — obejmowa-
o zakaz wykonywania dziatalnos$ci innej niz wskazana w licencji,

— rozdzial branz ubezpieczeniowych na dwa dziaty: dziat I — ubezpieczenia na
zycie oraz dziat 11 — pozostate ubezpieczenia osobowe oraz ubezpieczenia ma-
jatkowe,

— stworzenie podstaw funkcjonowania samorzadu gospodarczego — Polskiej [zby
Ubezpieczen (PIU),

— stworzenie podstaw funkcjonowania instytucji zabezpieczajacych ubezpie-
czonych Ubezpieczeniowego Funduszu Gwarancyjnego, Rzecznika Ubezpie-
czonych.

W zwigzku z tym od momentu wprowadzenia ustawy o dzialalnosci ubezpiecze-
niowej w 1990 r. rynek ubezpieczeniowy w Polsce wszedt na nowa $ciezke rozwoju.
Najwazniejszym rozwigzaniem formujgcym rynek ubezpieczen bylo wprowadzenie
formalnej jego demonopolizacji i prywatyzacji. Wszystkie podmioty podejmujace lub
prowadzace dziatalnos$¢ ubezpieczeniowa byly traktowane jednakowo, zaczety funkcjo-
nowa¢ w warunkach gospodarki wolnorynkowej, a ograniczenia, jakim podlegaty, wy-
nikaty z przepisow ustawowych.

Dalsza transformacja polskiego rynku ubezpieczeniowego i reasekuracyjnego
miata by¢ realizowana zgodnie z zasadami zaczerpnigtymi ze standardow UE, tak aby
polski rynek ubezpieczeniowy zostat przystosowany do standardow obowiazujacych
w Unii Europejskiej. W czerwcu 1995 r. (Ustawa 1995) Sejm znowelizowal ustawe

ubezpieczeniowg z 1990 r., wprowadzajac wiele bardzo znamiennych zmian:
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— zwiekszono wymagania formalnoprawne wobec zaktadow rozpoczynajacych

dziatalnos¢,

— okres$lono normy ostroznosciowe dzialania zakladu ubezpieczen (marginesu

wyptacalno$ci i minimalnego kapitalu gwarancyjnego),

— powolano Panstwowy Urzad Nadzoru Ubezpieczen (PUNU) (obecnie Komi-

sja Nadzoru Finansowego — KNF) jako instytucji licencjonujacej, kontrolujace;j
i dyscyplinujacej,

— zmieniono strukture Ubezpieczeniowego Funduszu Gwarancyjnego, ktory

przejat takze obowigzki Funduszu Ochrony Ubezpieczonych,

— powotano instytucj¢ Rzecznika Ubezpieczonych,

— utworzono Polskie Biuro Ubezpieczen Komunikacyjnych,

— zmieniono przepisy postepowania upadtosciowego w przypadku zakladow

ubezpieczen,

— ustanowiono zasady zawodu aktuariusza.

Ustawa ta uwzgledniata wigkszo$¢ dyrektyw Unii Europejskiej i wprowadzata
istotne reformy rynku, byta przelomowa ustawa, dzigki ktorej polskie prawo ubezpie-
czeniowe zostato dostosowane do standardéw prawa europejskiego. Tym samym od
1995 r. rynek ubezpieczeniowy zaczal funkcjonowaé na zasadach gospodarki wolno-
rynkowej, co skutkowato tym, ze zmienit si¢ uktad sit na polskim rynku ustug ubezpie-
czeniowych.

Kolejna nowelizacja ustawy z grudnia 1998 r. (Ustawa 1998) sprecyzowata i upo-
rzadkowata dotychczasowe przepisy dotyczace dziatalnosci zagranicznych zaktadow
ubezpieczen i w pelni dostosowata je do wymogow unijnych. Zgodnie z dyrektywami
Unii Europejskiej wydanie zezwolenia na dzialalno$¢ zagranicznych ubezpieczycieli
w Polsce uzalezniono od przestrzegania zasady wzajemnosci, przedstawienia zaswiad-
czenia macierzystego organu nadzoru o wyptacalnosci oraz ztozenia kaucji na zabezpie-
czenie przyszlych zobowigzan. Zgodnie z ta nowelizacja zagraniczny zaktad ubezpieczen
moégt utworzy¢ w Polsce spotke nawet ze 100-procentowym udzialem kapitatu zagra-
nicznego i spotka ta byta podmiotem prawa polskiego. Osiagnigcie w petni standardow
europejskich w zakresie ubezpieczen wymagato wprowadzenia dalszych uregulowan
dotyczacych miedzy innymi:

— podejmowania i prowadzenia dzialalnos$ci w zakresie:

* peinej swobody §wiadczenia ustug,

* ujednolicenia licencji ubezpieczeniowej i nadzoru kraju pochodzenia,

* uzupelnienia nadzoru nad grupami ubezpieczeniowymi,

* zmiany przepiséw dotyczacych wydawania zezwolenia na prowadzenie dzia-

Talnosci ubezpieczeniowej;
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— posrednictwa ubezpieczeniowego w zakresie:

* wprowadzenia rejestracji posrednikow ubezpieczeniowych i utworzenia ich
centralnego rejestru,

» okreslenia warunkow zezwolenia na dziatalno$¢ w Polsce brokerow panstw
cztonkowskich;

— ubezpieczen obowigzkowych, zwlaszcza ubezpieczenia posiadaczy pojazdow

mechanicznych.

Fakt, iz prawo ubezpieczen to dziedzina regulujaca bardzo obszerna i r6znorodna
materi¢, spowodowat, ze na poczatku pierwszej dekady na wniosek rzadu podj¢to sie
ponownej kodyfikacji zasad dziatania na rynku ubezpieczen. Ministerstwo Finansow
rozpoczgto wowcezas prace nad petng reforma systemu ubezpieczeniowego. Celem zmian
byto rozwinigcie nowoczesnego rynku bazujacego na rozwigzaniach europejskich. Za
priorytet przyjeto zatozenie, iz rozwigzania systemowe muszg by¢ kompatybilne z regu-
lacjg UE tak, aby nie stanowity w przysztosci przeszkody w procesie integracji z rynkiem
europejskim. Poza rozdziatem ptaszczyzn funkcjonowania sektora ubezpieczen 6wcze-
sna zmiana prawa wigzata si¢ z potrzeba rozbudowy i uscislenia poj¢¢ oraz regulacja
obszaréw nieobjetych dotychczasowymi przepisami. Obejmowato to m.in.: doprecyzo-
wanie i uszczegdtowienie zasad prowadzenia dziatalnosci ubezpieczeniowej w celu
wzmocnienia ochrony ubezpieczonych oraz okreslenie szczegdétowych zasad wykony-
wania zawodu aktuariusza.

Ostatecznie zasady dziatania rynku ubezpieczen reguluje dzi$ pakiet ustaw od-

noszacy si¢ do dziatalnosci ubezpieczeniowej i nadzoru (tabela 1.1).

Tabela 1.1. Regulacje prawne rynku ubezpieczen w Polsce

Nazwa ustawy Jednolity tekst

Dz. U. 22002 r. Nr 42,

Ustawa z dnia 14 lutego 1991 r. Prawo o notariacie
poz. 369 ze zm.

Dyrektywa Parlamentu Europejskiego i Rady 2009/138/WE z dnia 25 listo-
pada 2009 r. w sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalno$ci ubezpie-
czeniowej i reasekuracyjnej (Wyplacalnos¢ IT)

Dz. U. UE L 335
z17.12.2009 .

Ustawa z dnia 11 wrzeénia 2015 r. o dziatalnosci ubezpieczeniowej i rease- | Dz. U. z 2015 r. poz. 1844
kuracyjnej ze zm.

Rozporzadzenie delegowane Komisji (UE) 2015/35 z dnia 10 pazdzier-
nika 2014 r. uzupehiajace dyrektywe Parlamentu Europejskiego i Rady Dz. U.UEL 12
2009/138/WE w sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalno$ci ubezpie- |z 17.1.2015 1.

czeniowej i reasekuracyjnej (Wyptacalnosc 1)

Rozporzadzenie delegowane Komisji (UE) 2016/467 z dnia 30 wrze$nia
2015 r. zmieniajace rozporzadzenie (UE) 2015/35 w zakresie obliczania Dz. U. UE L 85
regulacyjnych wymogow kapitalowych w odniesieniu do kilku kategorii z1.4.2016 .

aktywow posiadanych przez zaktady ubezpieczen i zaklady reasekuracji
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Nazwa ustawy Jednolity tekst

Ustawa z dnia 22 maja 2003 r. o ubezpieczeniach obowigzkowych, Ubez-
pieczeniowym Funduszu Gwarancyjnym i Polskim Biurze Ubezpieczycieli
Komunikacyjnych

Dz. U. z 2016 r. poz. 2060
ze zZm.

Dz. U. z 2016 1. poz. 2077

Ustawa z dnia 22 maja 2003 r. o po$rednictwie ubezpieczeniowym 26 7m

Ustawa z dnia 15 kwietnia 2005 r. o nadzorze uzupelniajacym nad instytu-
cjami kredytowymi, zaktadami ubezpieczen, zaktadami reasekuracji i firma- | Dz. U. z 2016 r. poz. 1252
mi inwestycyjnymi wchodzacymi w sktad konglomeratu finansowego

Dz. U. z 2016 1. poz. 1047
ze zm.

Ustawa z dnia 29 wrzesnia 1994 r. o rachunkowosci

Dz. U.z2016 r. poz. 1829

Ustawa z dnia 2 lipca 2004 r. o swobodzie dziatalnosci gospodarczej 26 7m

Dz. Uz 2016 . poz. 23

Ustawa z dnia 14 czerwca 1960 r. Kodeks postgpowania administracyjnego 6 7m

Dz. U.z2016 1. poz. 1578

Ustawa z dnia 15 wrze$nia 2000 r. Kodeks spotek handlowych e 7m

Ustawa z dnia z dnia 16 listopada 2006 r. o oplacie skarbowej Dz.U. 22016 poz. 1827

ze zm.
Ustawa z dnia 23 kwietnia 1964 r. Kodeks cywilny Dz. U. 22017 r. poz. 459
Rozporzadzenie Ministra Finansow z dnia 12 kwietnia 2016 r. w sprawie

szczegblnych zasad rachunkowosci zaktadow ubezpieczen i zaktadow Dz. U. 22016 1. poz. 562

reasekuracji

Rozporzadzenie Ministra Rozwoju i Finanséw w sprawie dokumentoéw
zalgczanych do zawiadomien o zamiarze nabycia lub objecia akcji lub praw
z akcji krajowego zakladu ubezpieczen lub krajowego zaktadu reasekuracji
Iub o zamiarze stania si¢ jednostkg dominujaca takiego zaktadu

Dz. U.z2016 1. poz. 1772

Zrodto: opracowanie wilasne.

1.2. Zasady dziatania firm ubezpieczeniowych

Przez dziatalno$¢ ubezpieczeniowg rozumie si¢ wykonywanie czynno$ci ubezpie-
czeniowych zwigzanych z oferowaniem i udzielaniem ochrony na wypadek wystapienia
skutkow zdarzen losowych, ktorg moga §wiadezy¢ zaktady ubezpieczen (potocznie firmy
ubezpieczeniowe), przy czym wyrdznia si¢ bezposrednia i reasekuracyjna dziatalnosé
ubezpieczeniowa. Reasekuracja jest umowa, na mocy ktorej jeden zaktad ubezpieczen,
nazywany cedentem, odstepuje calos¢ lub czes¢ ubezpieczonego ryzyka okreslonego
rodzaju innemu zaktadowi ubezpieczen nazywanemu reasekuratorem. Rozréznia si¢ dwa
rodzaje dziatalno$ci reasekuracyjnej: reasekuracj¢ czynng polegajaca na przejeciu przez
zaktad ubezpieczen ryzyka od innego zakladu ubezpieczeniowego oraz reasekuracje
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bierng polegajaca na przeniesieniu (cesji) przez ubezpieczyciela prowadzgcego dziatalnosée
ubezpieczeniowa w zakresie ubezpieczen bezposrednich, czgsci ryzyk wynikajacych
z zawartych uméw ubezpieczeniowych. Jednak Zzaden zaktad ubezpieczen nie moze
wykonywac innej dziatalno$ci poza dziatalnoscig ubezpieczeniowg i bezposrednio z nig
zwigzang, ewentualnie moze wykonywac inne czynnosci dozwolone prawem, takie jak:

— dziatalno$¢ akwizycyjna na rzecz OFE,

— posredniczenie w zbywaniu i odkupywaniu jednostek uczestnictwa funduszy
inwestycyjnych lub tytulow uczestnictwa funduszy zagranicznych,

— zabezpieczanie dokumentéw zwigzanych z zawieraniem i wykonywaniem uméow
ubezpieczenia.

Reasumujac, dzialalno$¢ ubezpieczeniowa opiera si¢ na czynnosciach ubezpie-
czeniowych z zakresu: zawierania umow, oceny ryzyka, ustalania sktadek i prowiz;ji,
wysokosci szkod, wyptacania ustalonych odszkodowan i §wiadczen, lokowania srodkow
zaktadu ubezpieczen czy reasekuracji. W sensie prawnym ustawa o ubezpieczeniach
wyodrebnia dwie grupy czynnosci:

— czynnosci, ktore moga wykonywac tylko zaktady ubezpieczen (zawieranie umow
ubezpieczeniowych, reasekuracji, gwarancji ubezpieczeniowych lub zlecanie
ich zawierania posrednikom; ustalanie stawek i prowizji z tytutu zawartych uméw;
ustanawianie koniecznych zabezpieczen rzeczowych lub osobowych),

— czynnosci, ktore zaktad moze zleca¢ innym podmiotom, tzw. outsourcing (li-
kwidacja szkdd, wyptacanie odszkodowan lub innych $wiadczen; ocena ry-
zyka w ubezpieczeniu majagtkowym i umowach gwarancyjnych; prowadzenie
postepowan regresowych i windykacyjnych w stosunku do wierzytelnosci
wynikajacych z zawartych uméow; lokowanie srodkoéw zaktadu ubezpieczenio-
Wego; Czynnosci prewencyjne).

Podstawowym warunkiem wykonywania dziatalno$ci ubezpieczeniowej (bezpo-
sredniej i reasekuracyjnej) jest uzyskanie zezwolenia, czyli koncesji, tj. wypetnienie
warunkow kapitatowych, organizacyjnych i kadrowych okreslonych w przepisach prawa.
Jest to zezwolenie organu nadzoru, ktérym w Polsce byta Komisja Nadzoru Ubezpieczen
i Funduszy Emerytalnych (do 2008 r.), a obecnie jest Komisja Nadzoru Finansowego.
Zezwolenie jest wydawane na prowadzenie jednej lub wiecej grup ubezpieczen danego
dziatu. Aktualnie zezwolenie w dziale | posiada 26 zaktadéw ubezpieczen, natomiast
w dziale II wydano 34 zezwolenia.

Dziatalno$¢ ubezpieczeniowa z mocy prawa jest rozdzielona. Zasada branzowo-
$ci oznacza, ze zaktad ubezpieczen nie moze prowadzi¢ jednoczesnie dziatalnosci w obu
dziatach, tzn. w ramach ubezpieczen na zycie oraz ubezpieczen pozostalych osobowych
1 majatkowych. Opierajac si¢ na dyrektywach Unii Europejskiej, w Polsce dokonano
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podziatu rynku ubezpieczeniowego na dwa segmenty. Podstawowe regulacje prawne
dotyczace funkcjonowania ubezpieczen w Polsce zawarte sa w ustawie o dziatalno$ci
ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (Ustawa 2015), ktora wyodrebnia dwa dziaty ubez-
pieczen:

Dziat I — Ubezpieczenia na zycie

Dziat II — Pozostale ubezpieczenia osobowe oraz ubezpieczenia majgtkowe.

Podzial firm ubezpieczeniowych na prowadzace ubezpieczenia na zycie (Dzial I)
oraz prowadzace ubezpieczenia majatkowe i inne osobowe (Dziat II) ma na celu uniemoz-
liwienie przeptywu §rodkow finansowych migdzy tymi dziatami, w konsekwencji usta-
lenie wyzszych wymogow kapitatowych dla zaktadow ubezpieczen na zycie, odmiennych
zasad gospodarki finansowej oraz konieczno$¢ zatrudniania aktuariusza przez towarzystwa
ubezpieczen na zycie. Roznice te wynikajg z istoty ubezpieczen prowadzonych przez oba
dziaty, a kryterium tego podziatu stanowi czas trwania ochrony ubezpieczeniowej oraz
kalkulacja sktadek i rezerw matematycznych. W zatgczniku do ustawy (Ustawa 2015),
ubezpieczenia na zycie (Dziat I) sg klasyfikowane w nastepujacy sposob:

Grupa 1. Ubezpieczenia na zycie, dozycie i mieszane.

Grupa 2. Ubezpieczenia posagowe, zaopatrzenia dzieci.

Grupa 3. Ubezpieczenia na zycie, jezeli sa zwigzane z ubezpieczeniowym fundu-
szem kapitatlowym, a takze ubezpieczenia na zycie, w ktorych $wiad-
czenie zaktadu ubezpieczen jest ustalane w oparciu o okreslone indeksy
lub inne wartosci bazowe.

Grupa 4. Ubezpieczenia rentowe.

Grupa 5. Ubezpieczenia wypadkowe i chorobowe, jesli sa uzupetnieniem ubez-
pieczen wymienionych w grupach 1-4.

Ubezpieczenia te sg ubezpieczeniami dobrowolnymi pelnigcymi dwie funkcje:
ochronng i oszczednosciows. Zapewniaja bowiem ochrone ubezpieczeniowa, jak rowniez
umozliwiajg dtugoterminowe gromadzenie kapitatu na przyszto§¢. Charakterystyczne dla
tych ubezpieczen jest to, ze opieraja si¢ na idei okreslonej sumy ubezpieczenia oraz sktad-
ki statej wysokosci ptatnej przez caty okres ubezpieczenia lub jego cze$¢. Ubezpieczenia
te gwarantujg ubezpieczonemu zgodnie z zawartg umowa ubezpieczenia wyplate swiad-
czenia oraz to, ze koszt tego ubezpieczenia jest staty przez caty okres trwania umowy.
Z tego wzgledu, ze prawdopodobienstwo $mierci ros$nie wraz z wiekiem osoby ubezpie-
czanej, ustalenie wysokos$ci sktadki wedtug aktualnego prawdopodobienstwa §mierci,
w okresie trwania umowy ubezpieczenia spowodowataby konieczno$¢ optacania bardzo
wysokich sktadek przez osoby starsze. Aby unikng¢ tego problemu, w ubezpieczeniach
zyciowych stosuje si¢ zasade jednolitej sktadki optacanej przez ubezpieczonego przez caty

okres ubezpieczenia. Oznacza to, ze ubezpieczony w poczatkowym okresie nadptaca

23



Analiza aktuarialna a rozszerzone ryzyko w ubezpieczeniach na zycie

sktadke i wlasnie z tej nadptaconej sktadki firma ubezpieczeniowa tworzy rezerwe. Dzig-
ki zastosowaniu idei statej sktadki cena, jaka musi zaptaci¢ ubezpieczajacy za ubezpiecze-
nie, jest przystepna, jak rowniez firma ubezpieczeniowa ma mozliwo$¢ inwestowania
zgromadzonej rezerwy finansowej z korzyscia dla ubezpieczonego.

Zaktad ubezpieczefn obowigzuje takze zasada numerus clausus oznaczajaca, ze
dziatalno$¢ ubezpieczeniowa moze by¢ prowadzona tylko w $cisle okreslonej formie
organizacyjno-prawnej: spotki akcyjnej (SA) lub towarzystwa ubezpieczen wzajem-
nych (TUW). Jezeli zaktad ubezpieczen dziata jako spotka akcyjna, to nastawiony jest
—jak kazdy inny podmiot dzialajacy w tej formie — na zysk. Zatozycielami (akcjonariu-
szami) zaktadu ubezpieczen mogg byc¢ osoby fizyczne i prawne, polskie oraz zagranicz-
ne. Wystepuje tu rozdzielenie akcjonariuszy (wtascicieli) i ubezpieczonych. Ubezpieczo-
ny nie partycypuje ani w wypracowanych zyskach, ani nie pokrywa powstatych strat
z tytutu ich dziatalnos$ci (obecnie spotki akcyjne sprzedaja ubezpieczenia tzw. uczestni-
czace — participating policies — przy ktorych ubezpieczeni moga otrzymywac dywiden-
de z tytutu zyskdéw, mimo ze nie sg akcjonariuszami spotki). Natomiast towarzystwo
ubezpieczen wzajemnych (TUW) — poza celem i charakterem prawnym — rozni si¢
tym, ze jest podmiotem gospodarczym, ktérego celem nie jest osigganie zysku, cho¢
prowadzona dziatalno$¢ musi by¢ rentowna. Zatozycielami TUW sg sami ubezpieczeni
(osoby prawne i fizyczne, polskie oraz zagraniczne), ktorych cztonkostwo powstaje wraz
z zawarciem umowy ubezpieczenia i gasnie w momencie zakonczenia okresu ubezpie-
czenia. TUW nie jest spotka handlowa, lecz specyficznym podmiotem gospodarczym
wystepujacym tylko w ubezpieczeniach, okreslonym wyltacznie przez prawo ubezpie-
czeniowe.

Zaklady ubezpieczen moga wykorzystywac, zgodnie z mozliwosciami przewidzia-
nymi w ustawodawstwie o posrednictwie (Ustawa 2003), dwa podstawowe kanaty dys-
trybucji: bezposredni i posredni. Bezposredni kanat dystrybucji ustug ubezpieczeniowych
obejmuje etatowych pracownikéw zaktadu. Natomiast pesrednictwo ubezpieczeniowe
polegajace na wykonywaniu czynnosci faktycznych lub prawnych zwiazanych z zawar-
ciem uméw ubezpieczenia lub reasekuracji moze by¢ wykonywane przez agentow ubez-
pieczeniowych lub brokerow ubezpieczeniowych, czyli tzw. klasyczny kanal dystry-
bucji. Za klasyczny kanat dystrybucji uwaza sie takze sytuacje, w ktorej zaktad
ubezpieczen zawiera lub wykonuje umowy ubezpieczenia poprzez cztonka zarzadu za-
ktadu ubezpieczen, prokurenta zaktadu ubezpieczen albo osobe bedaca pracownikiem.
Nie jest to jednak posrednictwo ubezpieczeniowe. Mamy wowczas do czynienia ze
sprzedaza:

— agencyjng za posrednictwem agentow ubezpieczeniowych (osoby fizyczne, praw-

ne oraz przedsigbiorcy bez osobowos$ci prawnej, posiadajacy upowaznienie
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zaktadu ubezpieczen do zawierania w jego imieniu i na jego rzecz umow ubez-
pieczenia lub posredniczenia przy ich zawieraniu),

— za posrednictwem brokeréw ubezpieczeniowych (osoby fizyczne, prawne upo-
waznione do zawierania i wykonywania umow ubezpieczenia w imieniu ubez-
pieczajacego lub do posredniczenia przy zawieraniu uméw ubezpieczenia na
rzecz ubezpieczonego. W zakresie reasekuracji posrednictwo jest wykonywane
wylacznie przez brokeréw ubezpieczeniowych posiadajacych zezwolenie na
wykonywanie dziatalno$ci brokerskiej w zakresie reasekuracji — brokeréw re-
asekuracyjnych).

Agentem ubezpieczeniowym jest przedsigbiorca upowazniony przez zaktad ubez-
pieczen do stalego zawierania umow ubezpieczenia w imieniu i na rzecz tego zaktadu
ubezpieczen lub posredniczenia przy zawieraniu uméw. Przedsigbiorcg takim moze by¢
osoba fizyczna lub osoba prawna wpisana do rejestru agentdw ubezpieczeniowych pro-
wadzonego przez KNF. Agenci ubezpieczeniowi dziatajg na podstawie podpisanych
z zaktadami ubezpieczen umow agencyjnych. Agentow ubezpieczeniowych mozna
podzieli¢ na:

— agentow zatrudnionych w poszczegolnych towarzystwach ubezpieczeniowych,

— licencjonowanych agentow dziatajacych na wiasny rachunek, ale oferujacych
ubezpieczenia tylko jednego zaktadu ubezpieczen,

— multiagentéw dziatajacych na wlasny rachunek i niezwigzanych umowa na
wytacznos¢ z zadna firma ubezpieczeniowy (do ostatniej grupy zalicza si¢
réwniez liczne firmy prowadzace sprzedaz ubezpieczen jako dziatalno$¢ ubocz-
ng — firmy turystyczne, transportowe, handlowe itp.).

Nadzér nad dziatalnos$cig agenta ubezpieczeniowego sprawuje zaktad ubezpieczen,
na rzecz ktorego dziata agent ubezpieczeniowy, jak rowniez Komisja Nadzoru Finanso-
wego (KNF). Organ nadzoru sprawuje nad agentami ubezpieczeniowymi nadzor posred-
ni poprzez nadzor nad zaktadami ubezpieczen.

Brokerem ubezpieczeniowym jest osoba fizyczna albo prawna posiadajaca wy-
dane przez organ nadzoru zezwolenie na wykonywanie dziatalno$ci brokerskiej i wpi-
sana do rejestru brokeréw ubezpieczeniowych. Zezwolenie na wykonywanie dziatalno-
$ci brokerskiej w zakresie ubezpieczen albo w zakresie reasekuracji wydaje KNF.
W odréznieniu od agenta ubezpieczeniowego broker jest niezaleznym posrednikiem,
ktory charakteryzuje si¢: samodzielno$cia w stosunku do ubezpieczajacego, jednora-
zowoscig ustug, co oznacza kazdorazowos¢ zlecen, dzialaniem w imieniu i interesie
zleceniodawcy, a przede wszystkim niezaleznoscig od zakladu ubezpieczen, z ktérym

nie jest zwigzany zadng umowa.
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Na rynkach ubezpieczen dominuje dystrybucja wielokanatowa, czyli taka, w kto-
rej zaktady korzystaja z co najmniej dwoch kanatoéw dystrybucji. Dywersyfikacja kana-
tow dystrybucji podyktowana jest segmentacja rynku, zréznicowaniem oferty ubezpie-
czeniowej i potencjalnych odbiorcoéw. Poszczegolne kanaty dystrybucji nie wykluczaja
si¢ wzajemnie 1 nie stanowig dla siebie alternatywy. Ubezpieczyciele moga korzystac
z kanaléw bezposrednich, kanaldéw posrednich, redystrybucyjnych oraz moga okreslaé
udziat poszczegdlnych uczestnikéw wspomagajacych funkcjonowanie kanatu.

1.3. Ryzyko dziatalnosci ubezpieczeniowej

Ryzyko nie nalezy do fundamentalnych kategorii ekonomicznych, a mimo to
odgrywa znaczaca rolg zarowno w naukach ekonomicznych, jak i praktyce gospodarcze;.
Zdefiniowanie ryzyka jest zadaniem bardzo ztozonym, a wynika to z faktu, iz jest ono
okreslane na fundamencie réznych nauk i teorii, m.in. ekonomii, rachunkowosci finan-
sowej oraz w analizach ekonomicznych, naukach prawnych, psychologii, statystyce,
ubezpieczeniach, teorii prawdopodobienstwa i innych, a sami ekonomisci nie sa zgodni
co do pierwszenstwa jego uzycia i proponujg odmienne stanowiska i interpretacje.

Po raz pierwszy pojecie ryzyka pojawito si¢ w obszarze nauk aktuarialnych. Jako
pierwszy wprowadzit je niemiecki filozof i matematyk Johannes Nikolaus Tetens w pra-
cy nad wyceng annuitetow w ubezpieczeniach na zycie w 1786 r. (Tetens 1978). Zdefi-
niowal on ryzyko kontraktu ubezpieczeniowego jako warunkowsa oczekiwang stratg
ubezpieczyciela, pod warunkiem ze kontrakt wygeneruje strate. Naturalng matematycz-
ng miarg tak rozumianego ryzyka jest potowa sredniego odchylenia bezwzglednego (ang.
mean deviation) rozktadu wynikow (zysk/strata) kontraktu ubezpieczeniowego, czyli:

1 _
ﬁlel’ —Xl.

Definicja ta przyjela si¢ 1 data poczatek szerszej teorii ryzyka w naukach aktu-
arialnych. Pod koniec XIX w. pod wptywem m.in. niemieckiego matematyka Felixa
Hausdorffa (1897) zaproponowang przez Tetensa miare ryzyka zastapiono dogodniejszym
w zastosowaniach matematycznych odchyleniem standardowym. Niemal identyczng
miarg zaproponowat niezaleznie pot wieku pdzniej Harry Markowitz, wprowadzajac
pojecie ryzyka do nauk o finansach. Co ciekawe, aktuarialne pojecie ryzyka rozwingto
si¢ w niemal zupetnej separacji od innych nauk, w szczego6lnosci teorii prawdopodobien-
stwa, statystyki matematycznej oraz ekonomii (Borch 1967). Byt to wynik pobocznego
traktowania nauk aktuarialnych i badan w zakresie tej dziedziny przez gtéwne nurty
badan naukowych oraz prezentacji wynikow badan aktuarialnych jedynie w kontekscie
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rozwigzywania problemow z dziedziny ubezpieczen. W zwigzku z tym w innych obsza-
rach pojecie ryzyka i inne jego rozumienie musiato zosta¢ odkryte odrgbnie.

Ryzyko dziatalno$ci ubezpieczeniowej jest glownym przedmiotem dziatalno$ci
ubezpieczeniowej prowadzonej przez zaktad ubezpieczen. Co wazne, od poczatku ry-
zyko bywa utozsamiane z niepewnoscia, jednak jest to bledne podejscie, bowiem ryzy-
ko jest stanem obiektywnym $wiata zewnetrznego, natomiast niepewnos$¢ jest subiek-
tywnym stanem wiedzy o prawach rzadzacych obiektywnymi procesami. Podzial ten
wystepuje jako jeden z aspektow ogdlnie rozumianego ryzyka i wiaze si¢ ze zrozumieniem
istoty jego podziatu na ryzyko obiektywne i subiektywne, ktéry jest niezwykle wazny
z punktu widzenia praktyki ubezpieczeniowej. Podzial i postrzeganie wymienionych
ryzyk determinuje bowiem zachowania zarowno ubezpieczonych, jak i ubezpieczycieli.
Ryzyko subiektywne w literaturze okreslane jest jako niepewnos$¢, oparte jest wigc na
osobistych uwarunkowaniach psychologicznych lub nastroju duchowym. Miarg tego
ryzyka moze by¢ stopien niepewnosci (co do wystgpienia okreslonych strat), jednak jest
to miara trudna do kwantyfikacji. Poziom ryzyka subiektywnego moze by¢ oceniany
np. za pomocg testow psychologicznych, ktoérych wyniki sa nieprecyzyjne i czgsto nie-
jednoznaczne i w zwigzku z tym ryzyko subiektywne jest praktycznie niemierzalne.
Nalezy jednak podkresli¢, ze mimo niemierzalnos$ci jego ocena jest niezwykle wazna
z punktu widzenia zaktadu ubezpieczen, bowiem stanowi jeden z najistotniejszych czyn-
nikow determinujacych decyzje o ubezpieczeniu si¢. Natomiast w praktyce ubezpiecze-
niowej ryzykiem obiektywnym nie jest sam fakt wystapienia szkody, ale mozliwy do
zaakceptowania margines bledu wynikajacy z réoznicy pomigdzy rezultatami rzeczywi-
stymi a zaktadanymi. Ryzyko to rozumiane jest wigc jako wzgledne odchylenie straty
rzeczywistej od oczekiwanej. Miarami ryzyka obiektywnego mogg by¢ parametry sta-
tystyki opisowej mierzace poziom odchylen wynikéw rzeczywistych od wartosci ocze-
kiwanej, np. odchylenie standardowe czy semiodchylenie, wspotczynnik zmiennosci.
Pomiar tego ryzyka jest tym dokladniejszy, im badana grupa jest wigksza. Ma tu zasto-
sowanie prawo wielkich liczb. W praktyce ubezpieczeniowej ryzyko obiektywne odno-
si si¢ do zagrozen o charakterze masowym.

Kazdy zaktad ubezpieczen (ubezpieczyciel) jest instytucja finansowa funkcjonujaca
na okreslonym rynku i w pewnym otoczeniu, zatem ryzyko towarzyszace jego komplek-
sowej dziatalnosci mozna podzieli¢ na:

— ryzyko zewnetrzne — zwane tez systematycznym (rynkowe), jest niezalezne od

dzialania towarzystwa ubezpieczeniowego i nie podlega jego kontroli (zwiazane
z sitami przyrody, a takze z warunkami ekonomicznymi danego rynku oraz

rynku globalnego),
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— ryzyko wewnetrzne — zwane tez niesystematycznym, obejmuje obszar dziata-
nia zaktadu ubezpieczen i podlega jego kontroli (najistotniejszym czynnikiem
ryzyka firmy ubezpieczeniowej jest prawidtowa wycena sktadki ubezpiecze-
niowej, kalkulacja rezerw i zarzadzanie posiadanymi aktywami).

W zwigzku z tym ubezpieczyciel ma do czynienia z ryzykiem zaréwno w ramach
prowadzone] dziatalno$ci ubezpieczeniowej, jak tez narazony jest na ryzyko wynikajace
z jego funkcjonowania jako przedsiebiorstwa. Wystepuja wigc dwa typowe rodzaje ryzyka:

— dla dziatalno$ci ubezpieczeniowej nazywane ryzykiem aktuarialnym,

— charakterystyczne dla innych instytucji finansowych rozumiane jako szeroko
pojete ryzyko finansowe.

Ryzyko aktuarialne zwigzane jest z przysztymi wynikami technicznymi zalez-
nymi od takich czynnikéw losowych, jak: czestoscé, intensywnos¢ szkod, koszty ope-
racyjne, zmiany w sktadzie portfela, wypowiedzenia badz konwersje umow ubezpie-
czenia. Ryzyko finansowe to ryzyko, na ktore narazona jest kazda instytucja finansowa,
np. bank, fundusz inwestycyjny. Do tej grupy zaliczaja si¢: ryzyko zmian stopy procen-
towej, ryzyko kredytowe, ryzyko rynkowe, ryzyko walutowe.

Identyfikacja, ocena i monitorowanie rzeczywistego ryzyka, na ktore narazone sg
firmy ubezpieczeniowe, jest zadaniem niezwykle trudnym. Mimo to stosowany w za-
ktadzie ubezpieczen system zarzadzania ryzykiem powinien by¢ efektywny, oparty na
ostroznych zalozeniach oraz dostosowany do rozmiaréw zaktadu i skali jego dziatalnosci.
Obecnie zgodnie z dyrektywa Unii Europejskiej, ktora kodyfikuje 1 harmonizuje unijne
regulacje ubezpieczeniowe, znang pod nazwa Solvency Il (Rozporzadzenie UE 2015)
proponowana klasyfikacja ryzyka oparta jest na dokumencie International Actuarial
Association, zgodnie z ktérym zdefiniowano nastepujace grupy ryzyka zwigzanego
z dziatalnoscig ubezpieczeniowg (IAA 2004):

— ryzyko ubezpieczeniowe wiaze si¢ z konstrukcja produktow i wyceng sktadek

ubezpieczeniowych oraz z mozliwoscig dokonania niewtasciwej oceny ryzyka
1 wyceny zobowigzan z tytutu zawartych uméw ubezpieczenia;

— ryzyko rynkowe wynika ze zmiany notowan lub cen w wypadku dziatan inwe-
stycyjnych, zmiany stop procentowych, kursow walut, cen nieruchomosci itp.;

— ryzyko kredytowe wigze si¢ z niemoznoscia (lub brakiem checi) wypetnienia
zobowigzan finansowych przez podmiot wspotpracujacy (np. pozyczkobiorce,
brokera, agenta, ubezpieczajgcego, reasekuratora);

— ryzyko operacyjne jest konsekwencja niewlasciwego funkcjonowania proce-
sOw biznesowych w zaktadzie ubezpieczen, moze ono wynikac z brakdéw kon-
troli wewnetrznej, awarii technologicznych (np. IT), btedéw ludzkich, nieuczci-

woscl itd;
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— ryzyko plynnos$ci wiaze si¢ z niemoznoscig uzyskania srodkoéw finansowych
na terminowe pokrycie zobowiazan zaktadu ubezpieczen bez ponoszenia dodat-
kowych strat.

Tak rozumiane ryzyko mozna podzieli¢ na trzy podstawowe grupy: ryzyko tech-
niczne (zwiazane z dziatalnoscia techniczna, wynikajace z rodzaju prowadzonych ubez-
pieczen), ryzyko inwestycyjne (zwigzane z dziatalnos$cig lokacyjng zaktadu ubezpieczen)
oraz pozostate rodzaje ryzyka zwigzane z dziatalno$cig gospodarcza. Doktadne poznanie
rzeczywistego ryzyka, na ktére narazony jest ubezpieczyciel, pozwala na podjecie od-
powiednich dziatan majacych na celu zredukowanie poszczeg6lnych jego rodzajéow do
akceptowanego poziomu. Do dziatan takich nalezy m.in.:

— konstruowanie odpowiednich rozwigzan prawnych na poziomie regulatorow

rynku ubezpieczeniowego,

— konstruowanie odpowiednich procedur nadzoru ubezpieczeniowego,

— konstruowanie systemu wczesnego ostrzegania na potrzeby zakladu ubez-
pieczen oraz podmiotow zewnetrznych zainteresowanych rynkiem ubezpiecze-

niowym.

1.4. Ryzyko a ochrona ubezpieczeniowa

Ochrona ubezpieczeniowa, czyli utrzymanie warunkow i gotowosci zaktadu ubez-
pieczen do wyptaty swiadczenia na skutek zaj$cia wypadku ubezpieczeniowego (Mon-
kiewicz red. 2000), dotyczy zdefiniowanych w umowie zdarzen losowych. Istotne, ze
z ustawowej definicji art. 3 ust. 1 pkt 57 (Ustawa 2015) wynika, iz zdarzenie losowe to
niezalezne od woli osoby ubezpieczonej zdarzenie niepewne i przyszie, wskutek ktorego
powstaje uszczerbek w dobrach majatkowych, osobistych lub zwigkszenie potrzeb ma-
jatkowych po stronie osoby objetej ochrong lub osoby ubezpieczajacej. Cechy zdarzen
losowych 1 warunki ich ubezpieczalnosci przedstawiono w tabeli 1.2.

Tabela 1.2. Cechy zdarzen losowych i warunki ich ubezpieczalnos$ci

Cecha Warunki ubezpieczalno$ci
Statystyczna Powtarzalnos$¢ okreslonych zdarzen w czasie i przestrzeni, pozwalajaca na mate-
prawidtowos¢ matyczne obliczenie stopnia prawdopodobienstwa ich wystapienia.

Im bardziej liczna jest grupa zainteresowana ochrona przed okreslonym zda-
rzeniem losowym (grupa ryzyka), tym bardziej rzeczywisty rozklad realizacji
zdarzen losowych jest zblizony do warto$ci oczekiwanej (tzw. prawo wielkich
liczb). Brak odpowiedniej liczebnosci grupy ryzyka powoduje mozliwo$¢ takich
odchylen rezultatow rzeczywistych od oczekiwanych, ktore moga zagrazaé stabil-
nosci zaktadow ubezpieczen i ich wyptacalnosci.

Masowos$¢
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huraganu, powodzi).

Cecha Warunki ubezpieczalnos$ci
. . Strata w dobrach osobistych lub majatkowych spowodowana zdarzeniem musi
Mierzalno$¢ . . .
by¢ definitywna i mierzalna.
Zdarzenie nie jest z gory okreslong koniecznoscia dla podmiotow, ktorych dotyka
lub co najmniej nieznany jest czas, w jakim nieuniknione zdarzenie musi wysta-
Nadzwyczajnosé pi¢. Wyr6znia si¢ trzy grupy ryzyka: I: niepewno$¢ co do faktu (np. pozar), I1:

pewnos¢ co do faktu, niepewnos$¢ dotyczy czasu realizacji (np. zycie), I11: pew-
no$¢ co do faktu i czasu, niepewnos$¢ dotyczy skutkow (np. skutki spodziewanego

Niezalezno$¢ od woli

Zdarzenie nie moze by¢ spowodowane umyslnym dziataniem lub zaniechaniem.
Umyslne przyczynienie si¢ do szkody (hazard moralny) moze by¢ przestanka

poszkodowanego | wylaczenia odpowiedzialnoéci ubezpieczyciela, skutkujacego odmowa wyptaty
$wiadczenia lub odszkodowania.
Losowos¢ Brak mozliwo$ci wskazania konkretnych podmiotow dotknietych zdarzeniem.

Zrodto: opracowanie wilasne na podstawie Handschke, J., Monkiewicz, J. red., 2000, s. 18-19, 39.

Nieco inne definicje zdarzenia losowego mozna przeczytaé¢ w OW U, czyli ogdlnych

warunkach ubezpieczenia, zwlaszcza w zakresie roznicy miedzy zdarzeniem losowym

a nieszczesliwym wypadkiem. Réznice w definicjach wybranych firm przedstawiono

w tabeli 1.3.
Tabela 1.3. Cechy zdarzen losowych i warunki ich ubezpieczalnos$ci
Cecha Zdarzenie losowe Nieszczesliwy wypadek
Zdarzenie powodujace okreslone skutki,
przypadkowe i niezalezne od woli ludzkiej: Nagle zdarzenie, ktére jest wywolane
deszcz nawalny, grad, eksplozja, huragan, ’t W nastenstwi
ogien, powodz, lawina, upadek statku Przyczyng ZEWnGIrzng. W nastgpstwic -
PZU . ’ e . | osoba ubezpieczona niezaleznie od swojej
powietrznego, uderzenie pioruna, usuwanie woli doznai Kodzenia ciat :
AR . je uszkodzenia ciata, rozstroju
lub zapadanie si¢ ziemi, wydostanie si¢ sdrowia lub umiera
wody z urzadzen wodno-kanalizacyjnych, '
wydostanie si¢ pylu wulkanicznego.
Zdrarzeme nep rzew1dy\yalne ! g\.zvaitovs./ne, Zdarzenie przypadkowe, nagte i gwattow-
ktore wystapito w okresie ubezpieczenia. ne. spowodowane przvezvia zewnetrzn
Deszcz nawalny, sadza i dym, huragan » SPOWOC przyczyna elrzng.
lawina. erad osilwanie lub Za’ adanic s7i Skutkiem jest doznanie przez osobg ubez-
GENERALI Jiemi ? %)W(’):tiz' nanér Sniceu P ozar U d: pieczong i wbrew jej woli obrazen ciata.
> P » Napor shiegu, pozar, . | Ubezpieczyciel zastrzega, ze nieszczgsliwy
rzenie pioruna, trzgsienie ziemi, uderzenie wypadek o nie i .
. . . ypadek to nie jest utrata przytomnosci,
pojazdu mechanicznego, upadek pojazdu saslabniccie. zaéniecie
powietrznego, wybuch, zalanie. ecie, gete.
. . L Zd i dkowe, nagte i ftow-
Bezposrednie uderzenie pioruna, deszcz e asrzzlngxz&i f;vzznig Zelwgr‘lvilrz(r)lw
nawalny, grad, huragan, lawina, pozar, » SPO Przyczyna zZewngirzng,
LINK 4 owbd ’trz sienie zier;li osuw’anie lu’b w wyniku ktorego osoba ubezpieczona do-
P > trZgsienie ’ znata uszkodzenia ciala, rozstroju zdrowia
zapadanie si¢ ziemi. lub umiera

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie OWU wybranych Towarzystw Ubezpieczeniowych.
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Wskutek nieszczesliwego wypadku, ktory moze by¢ wywotany blizej nieokreslo-
ng przyczyna zewnetrzna, czyli zarowno dziataniem cztowieka, jak i sit przyrody, po-
wstaje szkoda osobowa, natomiast zdarzenie losowe moze, ale nie musi skutkowac
szkoda osobowa. Z drugiej strony przyczyna nieszczesliwego wypadku moze by¢ zacho-
wanie innego czlowieka, np. kierowcy, ktory po spozyciu alkoholu prowadzi samochdd,
natomiast zdarzenie losowe jest zalezne przede wszystkim od sit natury.

Zakres ochrony ubezpieczeniowej rozni si¢ w zalezno$ci od rodzaju ubezpieczenia
i towarzystwa. Zawierajac umowe ubezpieczenia, ubezpieczyciel przejmuje na siebie
ryzyko zwigzane z przedmiotem ubezpieczenia i aby prawidtowo wyceni¢ ushuge ubez-
pieczeniowa, konieczne jest okreslenie granic zobowigzan zaktadu ubezpieczen wobec
ubezpieczonego. Poniewaz ryzyko jest skutkiem realizacji okreslonych zdarzen, pod
warunkiem, ze zaistniaty bez woli osoby, ktorej dotycza, niezbedne jest prawidtowe:

— zrozumienie natury ryzyka,

— rozpoznanie (okreslenie jego cech),

— kwantyfikacja.

Rozpoznanie ryzyka jest procesem, ktory powinien przebiegac systematycznie
1 w sposob ciaglty. W dziatalnos$ci ubezpieczyciela identyfikacja ryzyka ma ogromne
znaczenie. Po pierwsze — dotyczy identyfikacji nowego ryzyka, ktére moze si¢ pojawic
(np. wprowadzenie nowych technologii czy ustug finansowych) i do tej pory nie byto
ubezpieczane, a po drugie — istotny jest ciagly monitoring ryzyka dobrze znanego i juz
ubezpieczanego. Zidentyfikowanie ryzyka ubezpieczeniowego umozliwia przeprowa-
dzenie poprawnego procesu kwantyfikacji, czyli pomiaru. Traktujac ryzyko jako zmien-
ng losowa lub proces losowy, odpowiednig miara ryzyka jest rozktad prawdopodobienstwa
tej zmiennej. Miarami ryzyka stosowanymi w praktyce sg parametry rozktadu prawdo-
podobienstwa, takie jak (Gerber 1986, Bowers i in. 1986):

— warto$¢ oczekiwana,

odchylenie standardowe,

sko$nos¢,

kurtoza.

Dopiero na podstawie dokonanego pomiaru ryzyka ubezpieczyciel moze pode;j-
mowac rézne decyzje ubezpieczeniowe i dokonywac dalszych kalkulacji obejmujacych
miedzy innymi cen¢ za ryzyko, czyli sktadke ubezpieczeniowg nalezng ubezpieczycie-
lowi za ochrong ubezpieczeniowa.

Ubezpieczenia na zycie zabezpieczaja nasza rodzing, jak rowniez sg szansg zgro-
madzenia pewnego kapitatu, tak wigc ubezpieczenie to petni dwie funkcje: zapewnia
ochrone ubezpieczeniowg oraz umozliwia dtugoterminowa budowe kapitatu. Charakte-

rystyczne dla tego typu ubezpieczen jest to, ze opieraja si¢ na idei okreslonej sumy
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ubezpieczenia oraz sktadki statej wysokosci platnej przez pewien lub caty okres ubez-
pieczenia (usrednione ryzyko $mierci). Ubezpieczenie kapitalowe gwarantuje wiec ubez-
pieczonemu wyptate swiadczenia zgodnie z zawarta umowa ubezpieczenia oraz to, ze
koszt ubezpieczenia jest staly przez caly okres trwania umowy. Z tego wzgledu, ze
prawdopodobienstwo $mierci rosnie wraz z wiekiem osoby ubezpieczanej, to ustalenie
wysokosci sktadki wedtug aktualnego ryzyka w okresie trwania umowy ubezpieczenia
spowodowatoby konieczno$¢ optacania bardzo wysokich sktadek przez osoby starsze.
Aby unikng¢ tego problemu, w ubezpieczeniach kapitatlowych na zycie stosuje si¢ zasa-
de jednolitej sktadki oplacanej przez ubezpieczonego przez caty okres ubezpieczenia,
ktora wyznaczana jest wedtug zasady réwnowaznosci. Oznacza to, ze ubezpieczony
w poczatkowym okresie nadptaca sktadke i wtasnie z tej nadptaconej sktadki firma
ubezpieczeniowa tworzy rezerwe. Stanowi ona fundusze majace wyrownac powstajacy
w przysztosci w wyniku optacania przez ubezpieczonych sktadek nizszych ich niedobor.
Dzigki zastosowaniu idei stalej sktadki cena, jakg musi zaptaci¢ ubezpieczajacy za ubez-
pieczenie, jest przystepna, jak rowniez firma ubezpieczeniowa ma mozliwos$¢ inwesto-
wania zgromadzonej rezerwy finansowej z korzyscig dla ubezpieczonego. Ubezpieczenie
na zycie gwarantujg ubezpieczonemu:

— wyptlate ustalonej w umowie sumy ubezpieczenia,

— sktadke ubezpieczeniowa jednakowa przez caty okres ubezpieczenia (usred-

niong),

— brak podziatu sktadki na cze$¢ ochronng i inwestycyjna,

— brak wptywu na sposoéb, w jaki towarzystwo ubezpieczeniowe inwestuje pie-

nigdze,

— warunki polityki lokacyjnej narzucone ustawa ubezpieczeniowa,

— udziat w zysku z inwestycji.

Indywidualne ubezpieczenia na zycie mozna podzieli¢ na dwie podstawowe kate-
gorie: ubezpieczenie na wlasne lub cudze zycie (np. dzieci). Zatem firmy ubezpieczenio-
we w Polsce oferujg klientom podstawowe umowy ubezpieczenia, w ktorych ochrong
ubezpieczeniowa objete jest zycie wlasne lub cudze. Umowy te przewiduja wyptate
swiadczenia w razie $mierci ubezpieczonego lub dozycia przez niego okreslonego w umo-
wie wieku, w zaleznosci od przedmiotu ubezpieczenia (zakresu ochrony). W zaleznosci
od zakresu ochrony w ustawie (Ustawa 2015) wymienionych jest kilka form ubezpieczen
na zycie sprzedawanych w Polsce:

— ubezpieczenia na zycie,

— ubezpieczenia na dozycie,

ubezpieczenia mieszane (na zycie i dozycie),

ubezpieczenia rentowe.
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Ubezpieczenia na zycie majg charakter ochronny, konczg si¢ wyplata $wiadcze-
nia osobom uposazonym z tytutu $mierci ubezpieczonego. Celem takiego ubezpieczenia
jest zabezpieczenie rodziny na wypadek dodatkowych kosztow oraz zmniejszenia do-
chodow w zwiazku ze Smiercia jednego z jej cztonkdow. Ubezpieczenie na zycie prowa-
dzone jest wedtug trzech podstawowych wariantow (Doan 1995, Gerber 1995, Stroinski
1996):

— ubezpieczenie czasowe (term insurance) ze stala suma ubezpieczenia,

— ubezpieczenie czasowe, z obnizajaca si¢ suma ubezpieczenia, na przyktad sta-

nowigcg cze$¢ niesptaconego kredytu (credit term insurance),

— ubezpieczenie na cate zycie (whole life insurance).

Ubezpieczenia na dozycie w przeciwienstwie do opisanych wyzej maja charakter
oszczgdnosciowy. Ubezpieczony po uptywie okreslonego w umowie czasu otrzymuje
kapitat wraz z uzyskanym przez towarzystwo ubezpieczeniowe zyskiem. Ubezpieczenie
to bardzo rzadko wystepuje jako ubezpieczenie samodzielne, jest bowiem prowadzone
przede wszystkim w polgczeniu z ubezpieczeniem na zycie. W polaczeniu tym jako
ubezpieczeniu mieszanym wykorzystane sg wszystkie walory ubezpieczenia przy pelnym
uwzglednieniu czynnika oszczednosciowego. Kolejnym produktem ubezpieczen zycio-
wych sa ubezpieczenia rentowe. Ubezpieczenie to jest rOwniez pewnego rodzaju oszcze-
dzaniem i stopniowym wykorzystywaniem zaoszczedzonych pieniedzy w latach poz-
niejszych. Istota tych ubezpieczen jest to, ze za oplacong wczesniej sktadke
ubezpieczony otrzymuje rent¢ w wysokosci i terminach okreslonych w polisie. Ze wzgle-
du na forme ptatnosci ubezpieczenia rentowe dzielimy na: rent¢ pewnag i rent¢ Zyciowa.
Renta zyciowa jest wyptacana nie dtuzej niz do chwili $mierci rentobiorcy. Natomiast
renta pewna jest to $wiadczenie wyptacane przez uzgodniony z ubezpieczycielem czas,

niezaleznie od tego czy rentobiorca zyje czy tez nie.

1.5. Opcje dodatkowe w ubezpieczeniu na zycie

Ubezpieczenie na zycie i dozycie stuzg zabezpieczeniu finansowemu wskazanych
przez ubezpieczonego 0sob na wypadek jego $mierci lub stanowi zabezpieczenie finan-
sowe ubezpieczonego w przypadku dozycia okreslonego wieku. W takim ujeciu ochrone
ubezpieczeniowg gwarantuje umowa podstawowa zawarta przez ubezpieczonego. Jednak
firmy ubezpieczeniowe oferujg klientom ztozone umowy ubezpieczenia na zycie, tzn.
umowy ubezpieczenia na zycie i dozycie rozszerzane o dodatkowe ubezpieczenia nazy-
wane opcjami, o ktére mogg by¢ poszerzone ubezpieczenia na zycie Dziatu I. Wykupujac
opcje dodatkowe, ubezpieczajacy ma mozliwos¢ zmiany zakresu ochrony ubezpieczenio-

wej gwarantujace mu wyptate dodatkowych §wiadczen. Zatem takie rozwigzanie daje
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mozliwo$¢ rozszerzenia zakresu ubezpieczenia na wypadek okreslonych (wskazanych
w umowach dodatkowych) zdarzen losowych (Rys. 1.1).

ewyptata sumy
ubezpieczenia
i dodatkowych
Swiadczen
wynikajacych
zZ umow
dodatkowych

ezabezpieczenie na ezabezpieczenia na
wypadek Smierci wypadek okreslonych
zdarzen losowych
(opcje)

Rysunek 1.1. Wysoko$¢ §wiadczenia wyplacanego z tytulu ubezpieczenia
Zrodho: opracowanie wlhasne.

Klasyczne ubezpieczenie na zycie obejmuje wiec Smier¢ lub dozycie ubezpieczo-
nego do pewnego wieku okreslonego w podstawowej umowie ubezpieczeniowej, natomiast
wykupujac opcje, czyli dodatkowe ubezpieczenia, ubezpieczajacy ma mozliwo$é rozsze-
rzenia zakresu ochrony ubezpieczeniowej, a ubezpieczenie tego typu nazywa si¢ zlozo-
nym ubezpieczeniem na zycie. W przypadku tego typu ubezpieczen na zycie ustawo-
dawca natozyt na ubezpieczyciela dodatkowe obowiagzki dotyczace ksztaltowania tresci
takiej umowy ubezpieczenia (art. 20 ust. 1 14, Ustawa 2015). Mianowicie ubezpieczyciel
w tre$ci umowy ubezpieczenia musi obowigzkowo:

— zdefiniowa¢ poszczeg6lne $§wiadczenia przewidziane umowa,

— okresli¢ wysoko$¢ sktadek odpowiadajgcych poszczegdlnym §wiadczeniom

podstawowym i dodatkowym,

— wyjasni¢ zasady ustalania §wiadczen naleznych z tytutu umowy, w szczegol-
nosci sposobu kalkulacji 1 przyznawania premii, rabatéow i udziatu w zyskach
ubezpieczonego, okreslenia stopy technicznej, wskazania wartos$ci wykupu oraz
wysokosci sumy ubezpieczenia w przypadku zmiany umowy ubezpieczenia na
bezsktadkows, o ile sg one gwarantowane, okreslenia kosztow oraz innych
obcigzen pobieranych przez ubezpieczyciela przy wyptacie Swiadczen,

— opisa¢ czynniki w metodach kalkulacji rezerw techniczno-ubezpieczeniowych,
ktore moga mie¢ wplyw na zmiane wysokosci §wiadczenia ubezpieczyciela,

— wskazac przepisy regulujace opodatkowanie §wiadczen ubezpieczyciela.

Obecnie na polskim rynku ubezpieczeniowym najczesciej jako umowy ubezpie-
czenia dodatkowego oferowane sg opcje obejmujace nastepujace zdarzenia losowe:

— $mier¢ wskutek nieszczesliwego wypadku (NW),

34



1. Rynek ubezpieczen na zycie

— pogorszenie stanu zdrowia (trwate lub czgsciowe inwalidztwo spowodowane

nieszczesliwym wypadkiem lub powazne zachorowanie),

— przejecie optacania sktadek na wypadek niezdolnosci do pracy lub utraty pracy

— $mier¢ dzieci ubezpieczonego.

Niemniej jednak te same zdarzenia losowe determinuja réznice w ofertach, ktore
pojawiaja si¢ juz na wstepie przy samej definicji zakresu ubezpieczenia poszczegdlnych
opcji u réznych ubezpieczycieli. W zwiazku z tym to samo zdarzenie losowe wigze si¢
z roznorakimi opcjami dodatkowymi rozszerzajacymi zakres ochrony ubezpieczeniowe;j

umowy podstawowej. Przyktadowe z nich opisano w ponizszej tabeli.

Tabela 1.4. Przykladowe opcje i zakres ich ochrony

Nazwa opcji Zakres ochrony

Ochrona Zycia | Gwarancja wyzszej suma ubezpieczenia na zycie.

Podwojona Dodatkowe wsparcie finansowe dla bliskich na wypadek $mierci w wskutek wypad-
Ochrona ku komunikacyjnego.

Ochrona bez Dodatkowe §wiadczenie w przypadku trwatego inwalidztwa (w przypadku niezdol-
Barier nosci do pracy lub samodzielnego zycia po chorobie lub wypadku).

Wyplata $§wiadczenia, jesli po wypadku dojdzie do trwatego uszkodzenia ciata,

Ochrona na powodujacego co najmniej 1% inwalidztwo. Przy stwierdzeniu min. 50% inwalidz-
Wszelki Wypadek |twa wskutek wypadku, dodatkowo gwarantowana jest wyptata renty i mozliwos¢
skorzystania z Pakietu Rehabilitacyjnego.

Ochrona w przypadku powaznych, jak rowniez i drobnych uszkodzen ciata powsta-
Uszkodzenie ciata |tych w wyniku wypadku, takich jak: skrecenia, zwichnigcia, ztamania, oparzenia

po wypadku i odmrozenia od II stopnia oraz rany zaopatrzone chirurgicznie, szczegoly znajduja
si¢ w ogdlnych warunkach ubezpieczenia.

Diagnoza Dodatkowe $wiadczenie na walke z nowotworem.

Nowotworu
. Dodatkowe $rodki w przypadku diagnozy powaznej choroby lub gdy konieczna
Wsparcie . . . e ..
. bedzie operacja. Dodatkowo istnieje mozliwo$¢ konsultacji u wybranych lekarzy
w Chorobie RSP S
specjalistow 1 catodobowa infolinig.
Pobyt w Szpitalu Wyplata za pobyt w szpitalu, a takze Swiadczenia: lekowe, rehabilitacyjne oraz

operacje.

Kontynuacja umowy ubezpieczenia w trudnych chwilach. Opcja oznacza, ze
ubezpieczyciel przejmie optacanie sktadek za umowe na okres do 2 lat w przypadku
powaznej choroby.

Ochrona bez
Zmian

Kompleksowa ochrona dziecka obejmuje wsparcie finansowe po wypadku i choro-
bie dziecka. Jesli w lipcu lub sierpniu zdarzy si¢ wypadek, ktory spowoduje ztama-
nie, oparzenie lub trwale inwalidztwo dziecka, to $wiadczenie jest podwajane.

Bezpieczne
Dziecko Premium

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie ofert firm ubezpieczeniowych.

Powyzsze opcje moga by¢ wykupione tylko w przypadku, gdy zostanie zawarta

podstawowa umowa ubezpieczenia. Opcje dodatkowe mozna dokupi¢ zaréwno
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W momencie zawierania umowy ubezpieczenia, jak tez w trakcie trwania umowy. Od-
powiedzialno$¢ ubezpieczeniowa towarzystwa ubezpieczeniowego z tytutu ubezpiecze-
nia dodatkowego wygasa:

— z chwilg $mierci ubezpieczonego,

ze zmiang ubezpieczenia podstawowego na bezsktadkowe,

w roku ukonczenia przez ubezpieczonego wskazanego w umowie roku zycia,

z chwila podjecia przez ubezpieczonego jakiejkolwiek pracy zarobkowe;.

W zaleznosci od rodzaju zawartej umowy ubezpieczenia wyptata $wiadczenia
uzalezniona jest od wybranego produktu i co si¢ z tym wigze, zakresu ubezpieczenia, tj.
od osiagniecia przez ubezpieczonego okreslonego wieku czy tez zajscia zdarzenia obje-
tego umowa.
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2.1. Analiza przypadkow zyciowych objetych ubezpieczeniem

Ztozone ubezpieczenie na zycie i dozycie to umowa zawarta pomigdzy ubezpie-
czonym a ubezpieczycielem, zgodnie z ktora ubezpieczyciel zobowigzuje si¢ do wypla-
ty $wiadczenia z tytutu:

— umowy podstawowej (obejmujacej ryzyko podstawowe),

— umow dodatkowych (obejmujace rozszerzone ryzyko ubezpieczeniowe).

Umowa ubezpieczenia podstawowego na zycie i dozycie dotycza dwoch gtownych
przypadkow zyciowych: zycia i $mierci. Natomiast w zyciu kazdego cztowieka zacho-
dzg r6zne zdarzenia losowe, nazywane takze przypadkami zyciowymi (Ostasiewicz
2000). Niektore z tych przypadkéw zwiazane sa z ryzykiem finansowym, stad moga
by¢ przedmiotem ubezpieczenia, i to wlasnie umowy dodatkowe w ramach ubezpiecze-
nia zlozonego dotyczg przypadkoéw zyciowych wyodrebnionych w ramach pierwszego
z nich. W wiekszosci towarzystw ubezpieczeniowych oferowane sg ubezpieczenia od
inwalidztwa lub $mierci wskutek nieszczesliwego wypadku, czasowej niezdolnosci do
pracy spowodowanej utrata zdrowia, wystapienia pewnego typu zachorowan, Smierci
dziecka itp. Wszystkie przypadki zyciowe, ktorych dotyczy umowa ubezpieczenia,
wyspecyfikowane sag w warunkach ogolnych ubezpieczenia. Kazdemu z tych przypad-
kéw zyciowych odpowiada odpowiednia dodatkowa opcja polisy ubezpieczeniowe;j,
inaczej jej status.

Z punktu widzenia ubezpieczonego zajscie zdarzenia losowego objetego umowa
ubezpieczenia oznacza przypadek zyciowy, natomiast z punktu widzenia firmy jest to
zaréwno przypadek zyciowy, jak i odpowiednia aktywna opcja polisy nazywana jej
stanem. Tak wiec model opisujacy dynamike zmian sytuacji zyciowych osoby ubezpie-
czonej jest jednoczesnie modelem opisujgcym dynamiczny charakter aktywizacji moz-
liwych opcji polisy. Najprostszy probabilistyczny model ubezpieczen z opcja dodatkowa
rozpatrywany w 1991 r. w Continuous Mortality Investigation Reports, dotyczacy ubez-
pieczen zdrowotnych PHI (permanent health insurance), obejmuje trzy stany odpowia-
dajace nastgpujacym przypadkom zyciowym (IA 1991):
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H —ubezpieczony jest zdrowy,

S — ubezpieczony jest chory,

D — ubezpieczony umart.

Naturalnym rozwini¢ciem modeli z jednym stanem sg modele wielostanowe.
W modelach tych stan odpowiadajacy chorobie ubezpieczonego jest zastapiony przez m
(m>1) réznych stanéw odpowiadajacych wielorakim przypadkom zyciowym objetych
ubezpieczeniem dodatkowym. Kazdy z tych stanow reprezentuje mozliwe grupy jedno-
stek chorobowych, wyodrebnionych zgodnie z Miedzynarodowsa klasyfikacja chordob
i probleméw zdrowotnych (GUS 2018) lub inne zdarzenie losowe, ktére moze by¢ objete
ubezpieczeniem i stanowi¢ o jego opcjach dodatkowych. Najczesciej podstawowe umo-
wy ubezpieczenia na zycie uzupetniane sg o nastepujace opcje dodatkowe:

— ADI (accidental death insurance) to ubezpieczenie na wypadek $Smierci na

skutek nieszczesliwego wypadku. Realizacja opcji konczy ubezpieczenie.

— Al (accident insurance) to opcja ubezpieczenia wypadkowego na skutek nie-
szczesliwego wypadku nazywanego ubezpieczeniem od nastgpstw nieszczesli-
wych wypadkow.

— ALI (acceleration life insurance) to przyspieszone ubezpieczenie na zycie,
w ktorym czg$¢ odprawy posmiertnej, najczesciej okolo 25%, jest wyplacana
ubezpieczonemu na pokrycie kosztow leczenia.

— ADB (accelerated death benefits) to opcja przyspieszonego $wiadczenia z ty-
tulu $mierci na pokrycie kosztéw leczenia dla 0osob ze zdiagnozowang choroba
nieuleczalng w stanie terminalnym (warunkiem skorzystania z opcji jest ocze-
kiwany przyszty czas zycia nie dtuzszy niz 12 miesiecy). Realizacja tej opcji
konczy ubezpieczenie.

Dwie pierwsze opcje ubezpieczeniowe to opcje z grupy wypadkowych, natomiast
dwie kolejne to przyktad opcji chorobowych, ktoére w pewnym stopniu ,,przyspieszajg”
wyptlate $wiadczen. Schemat mozliwych przypadkéw zyciowych objetych ubezpiecze-
niem i zwigzanych z nimi opcji oraz przejs¢ migdzy nimi, czyli model probabilistyczny
polisy z opcjami dodatkowymi ALI, ADB, Al i ADI, przedstawiono na ponizszym
rysunku.
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PRZYPADKI ZYCIOWE OPCJE UBEZPIECZENIOWE
A

choroba

choroba
nieuleczalna

nieszczesliwy
wypadek

Rysunek 2.1. Schemat stan6éw i przej$¢ miedzy nimi w ubezpieczeniu z opcjami dodatkowy-
mi typu ALI, ADB, Al i ADI
Zrodho: opracowanie wlasne.

Ubezpieczony umiera - D

Ubezpieczony zyje i jest zdrowy - H

Jest to model ubezpieczenia ztozonego z opcjami dodatkowymi stanowigcy uogol-
nienie modelu szkodowos$ci wielorakiej stosowanego w klasycznych ubezpieczeniach
zyciowych (Scott 1999, Szkutnik 2002, Btaszczyszyn, Rolski 2004). W przedstawionym
modelu probabilistycznym wystepuje stan poczatkowy i koncowy, ktoére oznaczono
odpowiednio H i D, oraz m stanéw okreslajacych aktywna opcje wynikajaca z zajscia
okreslonego przypadku zyciowego objetego ubezpieczeniem. Zmiana sytuacji zyciowej
ubezpieczonego powoduje zmiang stanu (statusu) polisy ubezpieczeniowej, innymi stowy
kazdemu przypadkowi zyciowemu osoby ubezpieczonej odpowiada okreslony stan ze
zbioru S=¢{h, 1, 2, ..., m, D} odpowiadajacy okreslonej opcji polisy ubezpieczeniowe;.
Do opisu zmian standw od momentu zawarcia umowy ubezpieczenia wykorzystywana
jest funkcja X(t), gdzie t oznacza czas, jaki uptynat od zawarcia umowy ubezpieczenia.
Nalezy zauwazy¢, ze kazdy przypadek zyciowy jest zdarzeniem losowym, wigc dla
kazdej chwili t, X(t) jest zmienng losowa, a {X(t)}¢er jest procesem stochastycznym
przyjmujacym wartos$ci ze skonczonej przestrzeni stanow S.

Tak wigc przy modelowaniu ubezpieczen ztozonych nalezy zrezygnowac z mode-
li deterministycznych na rzecz probabilistycznych opartych na wykorzystaniu proceséw
stochastycznych (Booth i in. 1999, Martin-Lof 1996). Wér6d modeli probabilistycznych

stosowanych w ubezpieczeniach na zycie i dozycie szczegoélne miejsce zajmuja modele
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Markowa, czyli modele zbudowane przy wykorzystaniu proceséw Markowa. Rozwaza-
nia dotyczace modeli Markowa i semi-Markowa i mozliwos$ci ich zastosowania m.in.
w obszarze ubezpieczen znalez¢ mozna w wielu pracach. Najwazniejsze z nich to: Hoem
(1969), Andersen (1991), Haberman i Pitacco (1998) i Hougaard (1999). P6zniejsze bada-
nia nad modelowaniem zachowan losowych ubezpieczajacych obejmuja prace: Anderse-
na i Keidinga (2002), Meollera i Steffensena (2002), Wolthuisa (2003), Janssena i Manki
(2007), Christiansena (2010, 2012), Tomasa i Plancheta (2013).

Przy wyborze modelu stanowiacego formalng konstrukcje odwzorowujaca naj-
wazniejsze cechy zlozonego ubezpieczenia na zycie z opcjami dodatkowymi nalezy
uwzgledni¢ zaleznos¢ prawdopodobienstw przejscia (czyli zmiany stanu polisy) od:

— wieku osoby ubezpieczanej,

— aktywnej w danym momencie opcji polisy (innymi stowy od aktualnego stanu

procesu {X(t)}er),

— czasu trwania tej aktywnosci,

— catkowitego czasu aktywnosci opcji polisy.

Uwzgledniajgc dwa pierwsze czynniki, funkcje intensywnosci przejscia (zachoro-
walnos$ci, umieralnosci czy rekonwalescenciji) traktuje si¢ jako funkcje dwoch argumentow:
czasu t oraz wieku X osoby ubezpieczonej. W takim przypadku do budowy modelu opi-
sujacego ubezpieczenie z opcjami dodatkowymi wykorzystywane sg procesy Markowa.
Do gtéwnych waloréw tego typu modeli nalezy ich wzgledna prostota, a przede wszystkim
to, ze wlasnie procesy Markowa pozwalajg opisa¢ mechanizm losowy rzadzacy przypad-
kami zyciowymi zachodzacymi w zyciu ubezpieczonych. Natomiast uwzglednienie cza-
su aktywnosci opcji polisy w modelowaniu wigze si¢ z rozwazaniem bardziej realistycz-
nych i zarazem skomplikowanych tzw. modeli semi-Markowa (Waters 1989, Janssen,
Manca 2002, Haberman, Pitacco 1999), ktore uwzgledniaja zardwno aktywng opcje po-
lisy, jak i czas trwania tej aktywnos$ci. Jako przyktad pdzniejszych prac zwigzanych
zuzaleznieniem od czasu trwania, czyli obejmujace zastosowanie modeli potmarkowskich,
znalez¢ mozna np. w: Czado, Rudolph (2002), Koller (2012), D’Amico i in. (2013), Buchardt
1in. (2013, 2014), Biessy (2015). Model semi-Markowa jest rowniez modelem zbudowanym
przy wykorzystaniu procesow Markowa, w tym jednak przypadku procesem Markowa
jest para cigglych w czasie proceséow stochastycznych {X(t), R(t)};er. Dla ustalonego
momentu t trwania umowy ubezpieczenia zmienna losowa X(t) oznacza stan procesu
w momencie t (innymi stowy aktywna opcje polisy, gdy ubezpieczony jest w wieku (X +t),
natomiast proces R(t) okresla czas aktywizacji tej opcji.

40



2. Model ztozonego ubezpieczenia na zycie

2.2. Model semi-Markowa aktywizacji opcji

Jak wskazano w poprzednim podrozdziale, procesami stochastycznymi, ktore
umozliwiaja prawidlowe opisanie procesu aktywizacji opcji w ztozonym ubezpieczeniu,
sa procesy Markowa. Procesem Markowa jest w tym przypadku rodzina zmiennych
losowych {X(t)}:er okreslonych na wspdlnej przestrzeni probabilistycznej (Q, Fy, P)
(Tosifescu 1988, Podgorska 1994). Zmienna losowa X(t) oznacza stan procesu w momen-
cie t trwania umowy ubezpieczenia, a zapis X(t) =1 oznacza, ze w momencie t proces X(t)
jest w stanie i (aktywna jest i-ta opcja umowy ubezpieczenia ztozonego). W dowolne;j
chwili proces moze znajdowac si¢ tylko w jednym ze standw, a stan oznaczony H to stan
poczatkowy, tzn. X(0) = H. Natomiast poszczegdlnym przypadkom zyciowym zachodza-
cym w zyciu ubezpieczonego odpowiada konkretna realizacja procesu {X(t)}¢er opisu-
jaca proces aktywizacji opcji polisy w okresie jej trwania.

Kolejnym krokiem budowy modelu jest okreslenie prawdopodobienstw zajscia
zdarzen losowych objetych ubezpieczeniem. Polega to na okresleniu prawdopodobienstw
przej$¢ pomiedzy poszczegdlnymi stanami z przestrzeni S w dowolnych momentach
trwania ubezpieczenia, czyli okreslenie rozktadu prawdopodobienstwa procesu Marko-
wa. To oznacza konieczno$¢ wyznaczenia warunkowego prawdopodobienstwa przejscia
oznaczajgcego aktywizacje k-tej opcji ubezpieczenia w chwili t, pod warunkiem mozli-
wych zdarzen losowych, ktore zaszty w przesztosci, czyli do chwili t. Prawdopodobien-

stwo to jest wyrazone wzorem:
P(X(w) = k|F, @2.1)

gdzie F;to zbior wszystkich mozliwych zdarzen losowych, ktore zaszty do chwi-
li t nazywany historia procesu {X(t)};er-

Z wlasnosci procesow Markowa wynika, ze prawdopodobienstwo warunkowe nie
zalezy od catej historii procesu, a jedynie od aktualnego stanu, czyli aktywnej w chwili
t opcji polisy. Wobec powyzszego prawdopodobienstwo przej$cia ze stanu j w momencie

t do stanu K w momencie U dla 0 < u < t zdefiniowane jest nastepujgco:
Py (t,u) = P(X(w) = k|X(t) =/). 22

Dla u=t mamy:
_(0dlaj #k
Pf"(t’t)_{ldlajzk '

Okreslenie prawdopodobiefistwa przejéé dla t=u wynika z faktu, ze proces {X (t) }ter
w momencie t moze znajdowac si¢ tylko w jednym ze stanow. Natomiast prawdopodobien-

stwo pozostania w stanie j od momentu t do momentu U zdefiniowane jest nastgpujaco:

Pij(t,w) =P(X(v) =jdlat <t <ulX(®) =) (2.3)
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W klasycznych ubezpieczeniach na zycie do opisu prawdopodobienstw stosowana
jest tradycyjna notacja aktuarialna, w ktorej w sposob jawny uwzgledniony jest wiek
wstepu ubezpieczonego, oznaczamy jako X. Wowczas rozwazane sg nastepujace praw-
dopodobienstwa:

+Dx — Prawdopodobienstwo przezycia t lat przez X-latka,

+qx — prawdopodobienstwo $mierci X-latka do chwili t.

Zatem zgodnie z notacja aktuarialng prawdopodobienstwa warunkowe dla mode-

lu Markowa oznaczone s3 nastepujaco:

P = PX(x+t) = kIX(x) =)
oraz

P = PG +7) = jdla0 <7 < tX() =)

Uwzgledniajac mozliwe stany w modelu polis wieloopcyjnych, otrzymuje si¢
nastgpujace prawdopodobienstwa warunkowe:
(pHH - prawdopodobienstwo, ze osoba zdrowa w wieku X bedzie rowniez zdrowa
w wieku X+t czyli w momencie t trwania umowy,
tpfj — prawdopodobienstwo, ze osoba zdrowa w wieku X bedzie chora w wieku
X+t
pHP — prawdopodobienstwo $mierci w wieku X+t osoby zdrowej w wieku X
tij'H —prawdopodobienstwo rekonwalescencji w wieku X +t osoby chorej w wie-
ku X,
tp,{D —prawdopodobienstwo $mierci w wieku X+t osoby chorej w wieku X,
tp,]c'k — prawdopodobienstwo, ze osoba chora w wieku bedzie rowniez chora w wie-
ku x+t, ale przyczyna jest inna choroba lub uraz.
Wiadomo, ze prawdopodobienstwa przej$cia procesu Markowa spetniajg rownania
Chapmana-Kotmogorowa (losifescu 1988, Podgorska 1994). Przy zastosowaniu powyz-
szej notacji aktuarialnej dla ubezpieczen z opcjami dodatkowymi, réwnania te przyjmu-

ja nastepujaca postac:
” - .
u—tppjc+t = 2 r—tpgjcl+t ' u—‘rpylc’fl-r >
i€s
I _ ji ij
u—tPyst = t-tPx+t " u—tPx+r-

Waznym narzedziem w analizie przezycia jest funkcja intensywnos$ci umieralno-
$ci u(t), ktora wyraza prawdopodobienstwo zgonu dla krétkich przyrostow czasu, inny-
mi stowy okres$lajgca prawdopodobienstwo $mierci w dowolnym momencie t (Mattoka
1997). Poniewaz aktywizacja opcji dodatkowych ubezpieczenia moze zachodzi¢ w do-

wolnym momencie jego trwania, to zamiast prawdopodobienstw przejscia stosowane sa
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intensywnosci przej$cia odpowiednio ze stanu j do stanu k, oznaczone ujy (t) i zdefinio-
wane nastepujaco (Blaszezyszyn, Rolski 2004, Ostasiewicz 2003):

W przypadku ubezpieczen z opcjami wyrdznia si¢ nastepujace intensywnosci:

Uy j(t) — intensywnos¢ zachorowalnosci,

Uyp (1) — intensywno$¢ umieralnosci os6b zdrowych,

i (t) — intensywnosc¢ rekonwalescencji,

Ujp(t) —umieralnos¢ z powodu okreslonych przyczyn.

Poniewaz wiek wstgpu ma wptyw na indywidualnag zachorowalnos¢, rekonwale-

scencje czy umieralnos¢, aktuarialna notacja intensywnosci jest nastepujaca:

Pyt
X
pup(t) = u(x +1t) = 11 M, e

b

dPHjt
_ _ X+
upj) = ogi(x +1t) = 11rr(}+ ST
U@ =p;(x+t)= lim TPieve.
JH ] di—»ot dt '
jD

APyt

wip(t) =vj(x +t) = lm(}+ 3

ik () =nje(x +t) = lim %
dt-ot dt
Jesli wszystkie granice wystgpujace w powyzszych definicjach istniejg, wowczas
intensywnosci przejscia sa funkcjami czasu. Powyzsze wzory okreslaja zwigzki migdzy
intensywnosciami przejscia a prawdopodobienstwami przej$cia w dowolnym przedziale

czasu (t, t+dt), ktore mozna zapisa¢ w nastepujacej rownowaznej postaci:

atPiPe = p(x + t)de + o(dt),

dtpr oj(x + t)dt + o(dt),

dtpﬁt = p;(x + t)dt + o(dt),

vj(x + t)dt + o(dt),

dtpx+t
dtpr njk(x + t)dt + o(dt),
.. o(dt)
adrie Jim, —g= =0
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Tak okreslone intensywno$ci i prawdopodobienstwa przejscia spelniajg rownania
rozniczkowe Kotmogorowa, ktore zapisane zgodnie z obowigzujaca notacja aktuarialng

dla modelu polis z opcjami dodatkowymi przyjmuja nastepujaca postac:

d .
= pllip 0 = PG+ ) = Pl Y (x4,
i#=H i#H
d Hj Hi HH
qc tPx = Z tPx Mij(x + ) + ¢pxoj(x + t)
i#j
2.4)
- tpaljj pi(x+1t)+vj(x+1t)+ znji(x +t)|,
i#j
d m
o i = Z Px vie(x +0) + i u(x + 0),
k#j
d i
at tppjck =
m 2.5)
P o (e +6) — pit Z(nki(x +0) + pp(x + ) + v (x + 1)),
i#k
d m m
IT: tpach = Z tpyjck pr(x +t) — tpiHZ(Gk(x +t) +ulx + t)):
k+j k+j
d m
=l =) i v+ a0,
k#j

Rozwigzan powyzszych réwnan nie mozna poda¢ w ogolnej jawnej postaci, dla-
tego przedstawiono sposéb ich rozwigzywania. Mianowicie dwa pierwsze rownania
tworza uktad dwoch rownan réozniczkowych pierwszego rzedu ogolnej postaci (Billing-
sley 1987):

dy
i f(t,y,z)
dz;
d_tl = f(t'y'zi)'

gdzie y(t) = " oraz z;(t) = px.

Taki uktad rownan rozwiagzuje si¢ przez podstawienie i sprowadza si¢ do rozwig-
zania rownania rézniczkowego liniowego rzedu drugiego. Kolejne rownanie po podsta-
wieniu prawdopodobienstw pf, .pHt sprowadza si¢ do rozwiazania rownania roznicz-

kowego pierwszego rzedu typu:
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dy
= = f(© gddiey(®©) = paP

W kolejnym kroku rozwiazuje si¢ uktad kolejnych dwoch rownan Kotmogorowa,

W ten sposob, ze z pierwszego z nich otrzymuje sig:

JH _
thx =

m
1 d . .
(E W+ DI (a4 0 + pilr+ 0 + e+ t)))-

o(x +1t) ,
ik
Dokonujac podstawienia, mozna rozwiazac rownanie rézniczkowe liniowe drugie-
go rze¢du postaci:
d?y
dt?

Nastepnie podstawiajac uzyskane prawdopodobienstwa do ostatniego z réwnan,

+ h(t)— +f(©)y = 0 gdzie y(t) = pl*

otrzymuje si¢ niejednorodne ré6zniczkowe rownania liniowe pierwszego rzedu postaci:
dy , -
= = f(© edzie y(©) = ",

W omowiony wyzej sposob na podstawie rownan rézniczkowych Kotmogorowa
wyznacza sie rozklad prawdopodobiefistwa procesu Markowa {X(t)};er. Rozktad ten
wykorzystywany jest do budowy modelu wielostanowego Markowa, ktéry stanowi pod-
stawe dalszej analizy przeptywow pienieznych ubezpieczen wieloopeyjnych.

Natomiast prawdopodobienstwa pozostawania w okreslonym stanie spetniaja
nastepujace rownania:

m
d
dt tpfcl_H= tpf_HZ(Uk(x+t)+u(x+t)),
k%)
i jj
dar tPx T tp;c_Z(njk(x+t) +pj(x +1t) +vj(x+t)),
k%)

Réwnania te to liniowe jednorodne rownania rézniczkowe, ktorych rozwigzania

dane sa wprost wzorami:

ot =ep| - [ Y @G+ +uce+ e |,

0 k#j
t m
tpx = exp fZ(njk(x+t)+pj(x+t)+vj(x+t))dr
0 k#j
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2.3. Nieparametryczne modele trwania zycia

Punktem wyjscia do rozwazan na temat ztozonych ubezpieczen na zycie z opcja-
mi dodatkowymi jest analiza trwania ludzkiego zycia i momentu jego konca oraz réznych
przypadkow zyciowych jako zjawiska o charakterze losowym. Zmienna okres$lajaca czas
trwania jako zmienna losowa ma pewien rozktad. Jezeli nieznane sa postacie analitycz-
ne funkcji charakteryzujacych rozktad zycia ludzkiego, model przezycia nazywany jest
nieparametrycznym, w przeciwnym przypadku mamy do czynienia z modelem parame-
trycznym. Jednymi z najstarszych nieparametrycznych modeli czasu trwania zycia,
w ktérych szacuje si¢ wartosci funkeji dla dyskretnej zmiennej losowej, sg tablice demo-
graficzne, zwane tablicami trwania zycia (TTZ). Tablice te moga by¢ konstruowane dla
rzeczywistych generacji, wowczas nazywa si¢ je tablicami wzdtuznymi (kohortowymi)
1 przedstawiajg, jak populacja jednoczesnie urodzonych zmniejsza swoja liczebnosé
w skutek zgonow w kolejnych latach zycia. Jednak tablice wzdtuzne dla catej populacji
sa rzadko konstruowane. Obserwacja zgonow ludnosci musiataby trwaé co najmniej
100 Iat, tak aby osoba zajmujgca si¢ badaniem zgonow miata odpowiednie dane. Zatem
aby przedstawi¢ proces umieralnosci populacji zyjacej w warunkach panujacych w roz-
wazanym okresie, konstruuje si¢ tzw. tablice przekrojowe, ktore przedstawiaja hipote-
tyczny proces wymierania ludzi z r6znych generacji na podstawie obserwacji ich umie-
ralnoéci w badanym okresie. W zwigzku z tym informacje zawarte w przekrojowych
tablicach trwania zycia zawierajg wzorzec wymierania kohorty urodzonej w danym roku,
jezeli podlegatby (w ciagu trwania zycia najdtuzej zyjacej osoby z tej kohorty) warunkom
wymierania obserwowanym w danym okresie. W Polsce tablice trwania zycia (TTZ)
uwzgledniajace wielkos$ci przedstawione w tabeli ponizej publikuje corocznie Glowny
Urzad Statystyczny (z uwagi na znaczne réznice trwania zycia mezczyzn i kobiet TTZ
podaje si¢ osobno dla kazdej plci).

Tabela 2.1. Wielkosci zawarte w TTZ publikowanych przez GUS

P}e.c . Liczba Prawdopodo- | Liczba Lu@nosc Lu.d 1ose Przecigtne
1-mezcz. | Wiek dozywajacych | biehistwo zgonu | zmarlych stacjonar- | stacjonarna dalsze
2-kobiety yWajacy & na skumulowana | trwanie zycia

X IX qX dX LX TX e)(

Zrbdlo: opracowanie wlasne.

Praktyka dostarcza nam obserwacji ujetych w przedzialy wieku najczesciej rocz-
ne albo kilkuletnie, co pozwala na oszacowanie tylko funkcji dyskretnych, bedacych
analogonami odpowiednich funkcji ciggltych. Funkcje przedstawiajace rozktad trwania

zycia oraz zachorowalnos¢ nalezy konstruowaé na podstawie danych empirycznych
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2. Model ztozonego ubezpieczenia na zycie

i przedstawi¢ w postaci tabelarycznej. W tradycyjnych tablicach trwania zycia podsta-
wowymi funkcjami biometrycznymi sa (Bowers i in. 1986):

I, — liczba os6b dozywajacych wieku X,

d,— liczba 0s6b zmartych w wieku X.

Obydwie funkcje zaleza jedynie od wieku danej osoby i dotyczg tylko procesu
umieralnosci, dlatego tez nie charakteryzuja w petni danych potrzebnych przy kalkula-
cjach dotyczacych polis z opcjami dodatkowymi. Polisy te moga dotyczy¢ czgsciowego
lub catkowitego uszczerbku na zdrowiu, bedacego wynikiem choroby lub nieszczesli-
wego wypadku i aby moc prawidlowo przeprowadzi¢ kalkulacje dla takich polis, nalezy
skonstruowac tablice trwania zycia, ktore uwzglednia te dodatkowe przypadki. Dlatego
tez w przypadku ubezpieczen ztozonych z opcjami dodatkowymi, przy wlaczeniu ryzyk
dodatkowych, podstawg okreslenia prawdopodobienstw przejicia, o ktorych mowa, jest
informacja dotyczaca tzw. wielorakich (wielostanowych) tablic trwania zycia (WTTZ).
Tablice te zawieraja dodatkowe informacje dotyczace stanu zdrowia oraz przyczyny
$mierci, a tym samym stanowig teoretyczng konstrukcj¢ umozliwiajacg prowadzenie
szczegotowych analiz procesu wymierania okreslonej populacji z uwzglednieniem stanow
dodatkowych obejmujacych rézne przypadki zyciowe (Blaszczyszyn, Rolski 2004). Co
wazne, ich konstrukcja jest analogiczna do tradycyjnych tablic trwania zycia TTZ. Za-
16zmy wiec, ze wyrdznia sie¢ w populacji m (m > 1) réznych stanow zdrowia odpowiada-
jacych wielorakim przypadkom zyciowym i tym samym mozliwym opcjom ubezpiecze-

nia, co przedstawiono w ponizszej tabeli.

Tabela 2.2. Przykladowa klasyfikacja mozliwych stanéw zdrowia populacji

Stany
numer stanu H 1 m D
przypadek zyciowy zdrowy - - $mier¢
Opcje - Opcja 1 Opcja m -

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

Tablice WTTZ powinny zawiera¢ funkcje biometryczne okre$lone osobno zaréw-
no dla grupy osob zdrowych, jak i grupy osob z okreslonym uszczerbkiem na zdrowiu
(chorych, inwalidéw czy niezdolnych do pracy). Tablice te sg wigc uogoélnieniem trady-
cyjnych tablic trwania zycia. Ponizej przedstawiono mozliwe stany zdrowotne w popu-

lacji oraz zmiany ich liczebnosci.
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Analiza aktuarialna a rozszerzone ryzyko w ubezpieczeniach na zycie

Tabela 2.3. Stany zdrowotne w populacji i zmiany ich liczebnoS$ci

Wiek Stany
H 1 m D
X =1 I i
x+1 0..=1, [ X+l

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Kazda z os6b narazona jest na pewne przypadki zyciowe, takie jak: choroba,
nieszczesliwy wypadek czy $mier¢. Dlatego tez sposrod |, 0sob, ktore dozywaja wieku
X, odpowiednio 12 = ¥ oznacza liczbe 0s6b dozywajacych w zdrowiu wieku X oraz I%
dlai=1,2,...,mokresla liczbe 0s6b w wieku X z okreslonym uszczerbkiem na zdrowiu.
Liczba 0so6b dozywajacych wieku X tworzy wiec proces stochastyczny. Z drugiej strony
osoba zdrowa opuszcza grupe, gdy traci zdrowie z powodu choroby, nieszczgsliwego
wypadku lub $mierci. Funkcje okreslajaca liczbg osob, ktore utracity zdrowie w wieku
(X, X+17), oznacza si¢ dfit, dlai=1,2,...,m oraz df?, odpowiednio oznacza liczbg
0s6b zdrowych zmartych w wieku (X, X + 7). Odpowiednio di’,’xﬂ dla grupy osob chorych
okresla liczbg 0sob, ktore wyzdrowiaty w wieku (X, X +17), za$ to diB, , , liczba 0sob z po-
szczegodlnych grup, ktore zmarty. W tradycyjnych tablicach trwania zycia liczbe osob
dozywajacych okreslonego wieku wyznacza si¢ w sposob rekurencyjny. Analogicznie
postepuje sie rowniez w przypadku wielostanowych tablic trwania zycia. Zatem liczba
0sOb zdrowych, ktore dozyty wieku x+ 1, jest to liczba os6b zdrowych w wieku X po-
wiekszona o liczbg 0sob, ktore wyzdrowiaty w okresie (X, X + 1), i pomniejszona o liczbg
0sob, ktore doznaty uszczerbku na zdrowiu lub zmarty w tym okresie.

Tabela 2.4. Liczba oséb zdrowych w wieku x+1

Wiek Stany

l0 — JH ll
x+1 = bx+1 x+1 x+1

x+1

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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2. Model ztozonego ubezpieczenia na zycie

Analogicznie uzyskujemy liczbe 0sob z okreslonym uszczerbkiem na zdrowiu
(oznaczonym k) w wieku X+ 1. Jest to odpowiednio liczba 0sob chorych w wieku X po-
wigkszona o liczbe 0sob, ktore doznaty okreslonej utraty zdrowia, i pomniejszona o licz-
be 0sob, ktore wyzdrowialy, zachorowaty na inne schorzenie objete ubezpieczeniem lub

zmarly.

Tabela 2.5. Liczba 0s6b w wieku x+1 z okreslonym uszczerbkiem na zdrowiu

Wiek Stany

X H 1 K m D

x+1 s

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Stad otrzymuje si¢ nastepujace wzory rekurencyjne okreslajace liczbe osob dozy-
wajagcych wieku X+ 1 w okreslonym stanie:

r- m m
1 +Zd§f’—2d§”—d§m dak = H
i=1 i=1
lk = i*k i+k
x+1 m m
Ik 4 gtk 4 Z dik _gkH _ Z ki —dkDdla k # H.
i=1 i=1
i#k i#k

W tablicach trwania zycia obok przedstawionych funkcji okresla si¢ rowniez od-
powiednie prawdopodobienstwa przejscia (zachorowalnosci, rekonwalescencji czy tez
zgonu). W szczegdlnosci prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku (X, X+ 1) zmieni stan
zdrowotny, oznacza si¢ p,];k. W rzeczywistosci wielkosci tych prawdopodobienstw sa

nieznane, a w tablicy umieszcza si¢ ich oceny nastgpujacej postaci:
jk

d
—xj“ dlak # j
Ik — lx gdzie j, k € {H,i,D}.
X J

!
XL gla k = j
L

Przedstawione powyzej oceny prawdopodobienstw uzyskane sg metodg najwick-

szej wiarygodnosci.
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2.4. Parametryczne modele trwania zycia jako alternatywa

W przesztosci, na gruncie badan demograficznych i aktuarialnych, aby uproscic¢
skomplikowane rachunki przy budowie tablic trwania zycia, podejmowano proby skon-
struowania analitycznego opisu zjawiska $miertelno$ci wystepujacej w danej populacii.
Przyjmowano, ze czas ludzki jest pewnym zjawiskiem fizycznym, ktére mozna opisac
za pomocg wzorow analitycznych. Wéwczas, gdy znana jest analityczna postac gestosci
rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej T, oznaczajacej czas zycia jednostki
(czas do wystapienia okreslonego przypadku zyciowego), mamy do czynienia z parame-
trycznym modelem przezycia. Oznacza to, ze znana jest posta¢ wszystkich funkcji
charakteryzujacych wzorzec przezycia: funkcji przezycia i funkcji intensywnosci (ha-
zardu). Konkretna posta¢ tych funkcji musi wyrazac istotg przebiegu procesu przezycia
danej populacji (kohorty). Innymi stowy powinna wyrazaé ,,prawo” okreslajace ten
proces. Najczesciej stosowane jako modele przezycia w ich parametrycznej postaci sa
nastgpujace prawa (Chiang 1984, London 1988): de Moivre’a, Gompertza i Makhehana.

Jako najstarsze literatura podaje prawo stworzone przez Abrahama de Moivre’a
w 1725 r. Sugerowat on istnienie nieprzekraczalnego wieku granicznego , jak rowniez
zatozyl, ze dalsze trwanie zycia x-latka ma rozklad jednostajny na przedziale (0, w —X).
Dlatego tez natezenie wymierania (intensywno$¢ wymierania) w takim modelu wyraza
si¢ wzorem (de Moivre 1725):

1
Mose = —— L€ (0, —x). (2.6)

O hipotetycznej populacji, w ktorej umieralnos¢ spetnia powyzsze rownanie, mowi
sig, ze rzadzi nig prawo umieralnosci de Moivre’a.

Od czaséw de Moivre’a pojawity si¢ dalsze sugestie co do praw umieralnosci
wyrazonych jako formuly matematyczne, z ktorych najbardziej znana jest formuta stwo-
rzona w XIX w. na potrzeby nauk aktuarialnych przez Benjamina Gompertza (Gompertz
1825). W 1824 r. Benjamin Gompertz postawit hipoteze, ze natezenie umieralnosci jest
funkcja wyktadnicza:

Uyt = Bc*TE, B> 0,c>1,t > 0. 2.7

Natomiast w 1860 r. William Makeham (Makeham 1860) uzupetnit formute Gom-
pertza o staty, niezalezny od wieku czton, stanowigc tym samym, ze natgzenie wymie-
rania dla danego wieku jest sumg statej wartosci niezaleznej od wieku i sktadnika zalez-

nego od wieku wyktadniczo:

Ugst = A+ Bc*E B >0,c>1,t>0. (2.8)
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2. Model ztozonego ubezpieczenia na zycie

To proste prawo okazato si¢ by¢ niezwykle dobrym modelem w réznych popula-
cjach i w r6znych grupach wiekowych (w szczegoélnosci stosunkowo poprawnie opisuje
dynamike $miertelnosci w populacji dla przedziatu wiekowego 30—80 lat), a wiele pdz-
niejszych praw jest jego modyfikacja.

2.5. Model probabilistyczny wybranych ubezpieczen ztozonych

Najprostszym przyktadem ubezpieczen, ktorych model probabilistyczny zostanie
przedstawiony, sa tradycyjne ubezpieczenia na zycie. Ubezpieczenia te obejmujg ubez-
pieczenie na zycie (UZ), czyste ubezpieczenie na dozycie (UD) oraz ubezpieczenie na
zycie i dozycie (UZD). Przedmiotem takich ubezpieczen jest zycie ubezpieczonego.
W wymienionych typach ubezpieczenia wyodrebnione sa tylko dwa przypadki zyciowe:
zycie i $mier¢, ktdre oznaczone sg nastepujaco

H — ubezpieczony zyje,

D — ubezpieczony zmartl.

Obserwowanym przypadkom zyciowym zachodzacym w zyciu ubezpieczonego
podczas trwania umowy ubezpieczenia odpowiadajg konkretne realizacje procesu. Wszyst-
kie mozliwe realizacje procesu zmiany stanow dla rozpatrywanej polisy przedstawione
sanarysunku 2.2. Pierwsza i druga realizacja procesu przedstawiona na wykresie (a) 1 (b)
odpowiada sytuacji, gdy ubezpieczony optaca sktadki az do momentu $mierci, ktora ma
miejsce odpowiednio w okresie trwania ubezpieczenia i w ostatnim roku trwania polisy.
Na wykresie (c) przedstawiona zostata realizacja procesu odpowiadajaca sytuacji, gdy
ubezpieczony przez caty okres ubezpieczenia jest zdrowy i oplaca sktadki zgodnie z za-
wartg umowg. Natomiast realizacja przedstawiona na ostatnim wykresie odpowiada sy-

tuacji, gdy ubezpieczony umiera natychmiast po podpisaniu umowy ubezpieczenia.

(@) (b)
D! D
H H
ol 0
T n T=n
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(c) (d)

n T=0 n

Rysunek 2.2. Mozliwe realizacje procesu{X(t)};cr, dla ubezpieczenia z S = {H,D}

Zrodto: opracowanie wilasne.

Zatem model probabilistyczny tradycyjnych ubezpieczen zyciowych obejmujacych
UZ, UD i UZD jest dwustanowym modelem Markowa. Aby wyznaczy¢ rozklad proce-
su aktywizacji opcji {X(t)}ter W tego typu ubezpieczeniu, nalezy wyznaczy¢ nastepu-
jace prawdopodobienstwa warunkowe:
pHP — prawdopodobienstwo zgonu w wieku X +t osoby zdrowej w wieku X,
pHH — prawdopodobienstwo, ze osoba zdrowa w wieku x bedzie rowniez zdrowa
w wieku X +t, czyli w momencie t trwania umowy,
tpf—H — prawdopodobienstwo, ze osoba, ktdra jest zdrowa w wieku X, pozostanie
zdrowa przez caty okres do wieku x +t.
Prawdopodobienstwa ,pHH wyznacza si¢, rozwiazujac rownania rézniczkowe
Kotmogorowa, ktore w tym przypadku przyjmuje postac:
% P == opx (x4 ),

Rozwigzaniem pierwszego rownania rozniczkowego jest ,piH okre§lone wzorem:

t
i = exp <—f p(x + T)df>,
0
a prawdopodobienstwo zgonu pHP wyznacza si¢ z warunku:
i =1— .

Poniewaz D jest stanem pochtaniajgcym, mamy:

HH _  yy
tPx = tPx -

W przyktadach omawianych w dalszych rozdziatach ksigzki do obliczenia powyz-
szych prawdopodobienstw wykorzystano intensywnos$¢ zgonu opartg na prawie Gom-
pertza-Makehana.

Przyktadem funkcji intensywnosci dla tego rodzaju polisy sa np. funkcje stoso-
wane w pracach (Haberman, Pitacco 1999, Norberg 2004):
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ppp (t) = u(x + t) = 0,005 + 0,000075858 - 102038 +t)

Parametry dla Polski oszacowano z wykorzystaniem metody najwigkszej wiary-

godnosci, otrzymujac parametry rowne odpowiednio:

A =0,00001,B = 0,000143493,C = 1,0869039.

Natomiast najpowszechniejszym przyktadem zlozonego ubezpieczenia w Polsce
jest ubezpieczenie podstawowe, ktorym moze by¢ polisa typu UZ, UD lub UZD z wy-
kupiong opcja dodatkowa powszechnie nazywana nieszczesliwy wypadek (NW),
ktora moze obejmowac zardwno $Smier¢ wskutek nieszcze$liwego wypadku, jak i trwale
inwalidztwo. W przypadku takiego ubezpieczenia przedmiotem umowy podstawowej
jest zycie ubezpieczonego w czasie trwania umowy lub dozycie ubezpieczonego do
konca okresu ubezpieczenia w zaleznosci od przyjetego jej wariantu. Natomiast przed-
miotem ubezpieczenia umowy dodatkowej jest zdrowie ubezpieczonego, a ochrong ob-
jete jest catkowite lub czgsSciowe trwate inwalidztwo spowodowane nieszczg$liwym
wypadkiem lub $mier¢ wskutek nieszczgsliwego wypadku. Zatem takiej umowie ubez-
pieczenia odpowiadaja trzy przypadki zyciowe ubezpieczonego:

H — ubezpieczony jest zdrowy,

NW —ubezpieczony ulega nieszczgsliwemu wypadkowi,

D —ubezpieczony zmarl.

Natomiast z jednym przypadkiem zyciowym (NW), jaki ma miejsce w zyciu
ubezpieczonego, zwigzanych moze by¢ kilka opcji dodatkowych w ubezpieczeniu. W tym
przyktadzie sa to dwie opcje ubezpieczenia:

NW_ADI - accidental death insurance to ubezpieczenie na wypadek $mierci na
skutek nieszczesliwego wypadku. Realizacja opcji konczy ubezpieczenie.

NW_AI — accident insurance to opcja ubezpieczenia wypadkowego na skutek
nieszczesliwego wypadku nazywanego ubezpieczeniem od nastgpstw nieszczesliwych
wypadkoéw obejmujaca wyplate renty z tytutu niezdolnosci do pracy.

Zatem przestrzen stanow w tego typu ubezpieczeniu jest bardziej ztozona i uwzgled-
niajagc mozliwe przejscia miedzy nimi, model probabilistyczny przedstawiono na poniz-

szym rysunku.
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PRZYPADKI ZYCIOWE OPCJE UBEZPIECZENIOWE
A A

(1)
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wypadek - > NW

Ubezpieczony UMIERA - D
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Rysunek 2.3. Schemat przestrzeni stanéw i przej$¢ miedzy nimi dla ubezpieczen UZ, UD
iUZD zNW
Zrodto: opracowanie whasne

Model probabilistyczny ubezpieczenia podstawowego z wykupionymi opcjami
dodatkowymi NW_ADI i NW_ALI jest czterostanowym modelem Markowa (semi-Mar-
kowa). Przyktadowe realizacje procesu aktywizacji opcji {X(t)}ter — odpowiadajgce
réznym sytuacjom zyciowym ubezpieczonego, jakie zaszty w okresie trwania ubezpie-
czenia, przedstawiono na rysunku 2.4.

(a) (b)
D D
NW_AI NW_AI
NW_ADI NW_ADI
H H
0 . 0
t,=T n n
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2. Model ztozonego ubezpieczenia na zycie

(c) (d)

D D

NW_AI J NW_AI |

NW_ADI NW_ADI |
H H

0 { i - oL

n n
ty t,=T ty

Rysunek 2.4. Mozliwe realizacje procesu{X (t)};c7, gdy S= {H, NW_ADI, NW_Al, D}

Zrédlo: opracowanie wilasne.

Wykres (a) przedstawia realizacje procesu odpowiadajacg sytuacji, gdy ubezpie-
czony byt zdrowy az do $mierci w chwili t; =T (nigdy nie ulegt nieszczesliwemu wypad-
kowi). Pozostate realizacje dotycza sytuacji, gdy ubezpieczony ulega nieszczgsliwemu
wypadkowi, ale ma to miejsce w roznych momentach trwania ubezpieczenia i z réznymi
konsekwencjami. Na wykresie (b) nieszczesliwy wypadek ma miejsce w momencie t; =T
1 konczy sie $miercig ubezpieczonego. Realizacje przedstawione na wykresie (c 1 d) od-
powiadaja sytuacji, w ktorej ubezpieczony ulega nieszczesliwemu wypadkowi w mo-
mencie t, trwania ubezpieczenia i zostaje inwalidg az do Smierci, ktora nastgpita w chwi-
lit,=T (wykres ¢) w trakcie trwania ubezpieczenia i po wygasni¢ciu umowy (wykres d).

Kolejnym krokiem zmierzajacym do opisania modelu jest okreslenie prawdopo-
dobienstw zaj$cia zdarzen losowych objetych tym ubezpieczeniem. Poniewaz opcje
dodatkowe wynikaja z zajscia jednego zdarzenia losowego w zyciu ubezpieczonego,
oznacza to konieczno$¢ okreslenia nastepujacych prawdopodobienstw:

pHH _prawdopodobienstwo, ze osoba zdrowa w wieku X, bedzie rowniez zdrowa

w wieku X +t czyli w momencie t trwania umowy,

tpf—H —prawdopodobienstwo, ze osoba, ktora jest zdrowa w wieku X pozostanie

zdrowa przez caty okres do wieku X +t,

pH? — prawdopodobienstwo, ze osoba zdrowa w wieku X ulegnie nieszczgsliwe-

mu wypadkowi w wieku X +t,

1D — prawdopodobienstwo zgonu osoby w wieku X + t, ktora ulegta nieszczesli-

wemu wypadkowi w wieku X,

tp,% — prawdopodobienstwo, ze osoba wieku X zostata inwalidg wskutek nieszcze-

sliwego wypadku i pozostanie inwalida az do wieku X +,

HP —prawdopodobienstwo zgonu w wieku X + t osoby zdrowej w wieku X,

PiP — prawdopodobienstwo zgonu w wieku X + t osoby zdrowej w wieku X.
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Uwzgledniajac notacje aktuarialng, w artykule przyjeto nastgpujace oznaczenia
prawdopodobienstw zmiany statusu polisy wieloopcyjnej z opcjami NW_AliNW_ADLI:
pHH _ prawdopodobienstwo, ze osoba zdrowa w wieku x bedzie rowniez zdrowa

w wieku X +t, czyli w momencie t trwania umowy,
P, pAP! — prawdopodobienstwa, ze osoba zdrowa w wieku X ulegnie wypad-

kowi i skorzysta z opcji Al lub ADI w wieku X +1,

Al/Al

«p; " —prawdopodobienstwa, ze osoba chora i korzystajaca z opcji Al w wieku

X nadal korzysta z tej opcji w wieku X+,
P4 —prawdopodobienstwo $mierci w wieku X + t osoby, ktéra skorzystata z opcji
Al,
e —prawdopodobiefistwo $mierci w wieku X + t osoby zdrowej w wieku X.
Prawdopodobienstwa te mozna wyznaczy¢, rozwigzujgc rownania rozniczkowe
Kotmogorowa, ktore dla tego przyktadu sg nastgpujacej postaci:
d oy _ HH
i = (o + ) +p(x + 1),
d

op P = = v(x + 1), gdzie Se{ADI, AL,

o P = px o (x 0 = v (x + ), gdzie Se(ADI, Al

DEP = pHu(x +t) + (pfSv(x + t), gdzie Se{ADI, Al},

d
op P = =2 ulx + 0), gdzie Se{ADI, Al}.

dt

Pierwsze dwa réwnania sg to jednorodne rownania rozniczkowe liniowe pierw-

szego rzedu, ktorych rozwigzania okreslone sa odpowiednio wzorami:

pHH = exp (—f (o(x+ 1)+ plx + T))dr>,
0

t
D3S = exp <—f v(x + ‘L')d‘[)-
0

HH SS _

Z uzyskanych rozwiazan wynika, ze ,pfH = p,;~ oraz ;p3° = tpj—s. Kolejne

réwnanie jest rtownaniem niejednorodnym postaci:
FT: D+ P v(x +t) = (pfo(x + 1)
Aby je rozwigzac, nalezy w pierwszej kolejnosci znalez¢ catke rownania jedno-

rodnego, ktore jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych:
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2. Model ztozonego ubezpieczenia na zycie

Rozwigzanie powyzszego rownania jest nastgpujacej postaci:

PHS = C(texp (— ftv(x + T)dT).
0

Podstawiajac uzyskane rozwigzanie do rownania niejednorodnego, otrzymujemy
réwnanie rézniczkowe postaci:
dac HH t
qr = P ox+t)exp| — | v(x+1)dt |,
0

stad

u

t
C(t) = f P o(x +u) exp <—f
0 0

Otrzymang funkcj¢ podstawiamy nastgpnie do rozwigzania rownania jednorod-

v(x + T)dT) du.

nego i ostatecznie otrzymujemy szukane prawdopodobienstwo:

t
D = [t ) upliadu.
0

Pozostate prawdopodobienstwa wyznacza si¢ z warunkow:
SD _ ss
tPx = 1— x>

HD __ HH HS
tPx =1- tbx — tPx -

Przyktadem stosowanych funkcji intensywnosci dla tego rodzaju polisy sa np. sto-
sowane przez dunskie towarzystwa ubezpieczeniowe funkcje postaci (Haberman, Pitac-
co 1999, Norberg 2004):

tys(t) = o(x + t) = 0,0004 + 0,000003467 - 10206+,
tup(t) = usp = u(x +t) = 0,005 + 0,000075858 - 10%038C+)

Do wyznaczenia prawdopodobienstwa przezycia i $mierci wykorzystano polskie
tablice trwania zycia, natomiast funkcje umieralnosci p(X+7) oraz intensywno$¢ zajscia
nieszczgsliwego wypadku o(X+17) oparto na prawie Gompertza-Makehama. Estymatory
najwickszej wiarygodnos$ci parametrow zastosowanych funkcji hazardu dla Polski przed-

stawiono w tabeli 2.6.

Tabela 2.6. Estymatory najwi¢kszej wiarygodnosci funkcji Gompertza-Makehama

Parametry
3 (x+7) o(x+7)
funkcji hazardu
A 0,0000100 0,0004
B 0,000143493 3,4674E-06
Cc 1,0869039 1,148153621

Zrodto: http://repozytorium.uni.lodz.pl/:8080/xmlui/bitsream/handle/11089/5393/Wiad%20Ubezp%
202003%2011-12.pdfiwww.biecek.pl/PASIK/uploads/AleksandraUrbaniec.pdf[dostep: 21.01.2016].
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Analiza aktuarialna a rozszerzone ryzyko w ubezpieczeniach na zycie

Na tej podstawie, rozwigzujac rownania rézniczkowe Chapmana-Kotmogorowa,
wyznaczono prawdopodobienstwa pozostawania w stanie i przej$cia w dowolnym mo-
mencie okresu ubezpieczenia, wykorzystane do dalszych kalkulacji. W ten sposob okre-
$lony jest rozktad prawdopodobienstwa procesu Markowa stanowigcy podstawe dalszej
analizy ubezpieczenia z opcjami dodatkowymi.
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3. Wartos¢ zaktualizowana i aktuarialna
przeptywow pienieznych

3.1. Strumienie finansowe w ubezpieczeniu z opcjami dodatkowymi

Konkretnym przypadkom zyciowym zachodzacym w zyciu ubezpieczonego od-
powiada konkretna realizacja procesu {X (t)};er 1 ustalone w warunkach ogoélnych ubez-
pieczenia strumienie ptatnosci. Wysokosci strumieni finansowych powstatych w wyni-
ku zawartej umowy ubezpieczenia stanowig podstawe analizy i oceny ubezpieczenia,
odgrywajac istotng role w ocenie efektywnosci decyzji kapitatowych ubezpieczyciela.

Definicja (Norberg 1990)

Strumieniem platnosci nazywa si¢ funkcje C(t), ktora kazdej chwili czasu t przy-
porzgdkowuje ptatnos¢ dokonang przez ubezpieczonego i ubezpieczyciela w przedziale
czasu (—oo,t]. Jesli T oznacza pewien dowolny zbior na prostej rzeczywistej, to zapis
C(T) oznaczaé bedzie wielkos¢ strumienia ptatnosci dokonanych w kazdym momencie
okresu czasu 7.

Z kazdg umowa ubezpieczenia zwigzane sg okreslone strumienie ptatnosci doko-
nywane przez ubezpieczonego (sktadki) i ubezpieczyciela (§wiadczenia). Swiadczenia
wyplacane przez ubezpieczyciela w ubezpieczeniach z opcjami dodatkowymi mozna
podzieli¢ na cztery grupy (Homa 2011):

— renty (terminowe lub dozywotnie),

— $wiadczenie czgSciowe wyptacane z tytutu uszczerbku na zdrowiu,

— $wiadczenie w wysoko$ci sumy ubezpieczenia wyptacane w okresie trwania

ubezpieczenia w przypadku smierci ubezpieczonego,

— $wiadczenia wyptacane z tytutu dozycia przez ubezpieczonego do konca okre-

su ubezpieczenia.

W zalezno$ci od strony umowy ubezpieczenia te strumienie ptatnosci moga przyj-
mowac wartosci dodatnie lub ujemne. Zawsze jednak przyjmuja wartosci dodatnie, gdy
sg wplatg, a wartosci ujemne, gdy sa wyptatg. Z punktu widzenia ubezpieczyciela sktad-
ki tworza strumien finansowy o dodatnich wartosciach, gdyz sa dla niego przychodem,

natomiast wyplaty réznego rodzaju §wiadczen przyjmuja wartosci ujemne, gdyz sa
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wydatkiem firmy ubezpieczeniowej. Platnosci te tworzg przeptywy pieni¢zne migdzy
ubezpieczycielem a ubezpieczonym lub ubezpieczajacym (jesli to on optaca sktadki),
a okreslenie ich wielkosci jest niezbedne do przeprowadzenia analizy aktuarialnej i wy-
ceny polis ubezpieczenia z opcjami dodatkowymi. Zatem funkcja ptatnosci C(¢) powin-
na uwzglednia¢ wszystkie ptatnosci odpowiadajace réznym przypadkom zyciowym
zachodzacym w zyciu ubezpieczonego, ktére objete zostaty ochrong ubezpieczeniowy.
W pracy przyjeto nastepujace oznaczenia poszczegolnych strumieni ptatnosci:

— m;(t) to wielkos¢ sktadki ptaconej przez ubezpieczonego (ubezpieczajacego)
w momencie t przy aktywnej opcji j,

— 1;(t) to wysokos¢ renty wyptacanej w momencie t, z tytutu niepetnosprawno-
$ci typu |,

— d;j(n) to wysokosc¢ jednorazowego $wiadczenia wyplaconego przez ubezpie-
czyciela z tytutu dozycia konca okresu ubezpieczenia przy aktywnej j-tej opcji
ubezpieczenia,

— ¢j(t) to jednorazowe $wiadczenie zwigzane ze zmiang aktywnej opcji z j na
k w okresie trwania ubezpieczenia w momencie t.

Zatem wyr6znione platno$ci tworza strumienie zwigzane z aktywna j-t3 opcja
ubezpieczenia, do ktorych zaliczono: I1; (77) to strumien naptywu sktadek oraz strumie-
nie wyptaconych $wiadczen oznaczonych R;(7") 1 D; (7). Ponadto funkcja W;(77) bedzie
funkcjg okreslajaca taczne wyptacane przez ubezpieczyciela §wiadczenia zwiazane ze
stanem j. Funkcja ta obejmuje wiec §wiadczenia wyptacane w postaci renty lub tez jed-
norazowego $wiadczenia wyptacanego z tytutu dozycia przez ubezpieczonego okreslo-
nego wieku. Natomiast niech funkcja V~Vj(T ) bedzie funkcjg uwzgledniajgcag wszystkie
pltatnosci zwigzane ze stanem j, dokonane w okresie czasu T, zatem funkcja ta obejmu-
je dodatkowo sktadki ptacone przez ubezpieczonego (ubezpieczajacego).

Druga grupa ptatnosci zwigzana jest ze zmiang stanu przez proces aktywizacji
opcji {X(t)};er 1do tej grupy naleza wszystkie pozostate §wiadczenia wyptacane np. z ty-
tulu $mierci ubezpieczonego lub trwatego uszczerbku na zdrowiu (inwalidztwa) czy tez
innego przypadku zyciowego objetego umowa. Sa one wyptacane w momencie zajscia
zdarzenia losowego, a wigc w dowolnym momencie trwania ubezpieczenia. Stanowig
zatem czgS¢ ciggla strumienia ptatnosci. W tym przypadku symbol ¢, (t) oznacza wiel-
kos$¢ jednorazowego $wiadczenia wyptaconego w momencie t, jesli w tym momencie

nastapito przejscie procesu aktywizacji opcji ze stanu j do stanu K.
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3.2. Wartos¢ zaktualizowana strumieni ptatnosci

W dziedzinie ubezpieczen na zycie oraz tzw. rent zyciowych ze wzgledu na ana-
lize dziatalno$ci ubezpieczyciela w dtuzszych okresach konieczne jest branie pod uwage
zmiennos$ci warto$ci pienigdza w czasie. Dlatego tez w kalkulacjach dotyczacych ubez-
pieczen na zycie podstawowa role odgrywa zaktualizowana warto$¢ kwoty, ktora bedzie
wyplacona w przysztosci, tzn. aktualny ekwiwalent przysztych ptatnosci (Norberg 1992,
Homa 2004, Blaszczyszyn, Rolski 2004). Przy szacowaniu przewidywanych dochodow
i wydatkéw w dtugoterminowych inwestycjach istotny jest czynnik czasu. Dlatego tez
w stosunku do strumieni ptatnosci, w celu okreslenia wartosci zaktualizowanej ptatno-
$ci, stosuje si¢ dyskontowanie w dowolnym momencie trwania ubezpieczenia, a w szcze-
golnosci na moment zawierania umowy ubezpieczeniowej. Do tego celu wykorzystywa-
na jest funkcja dyskontujaca (oznaczona jest symbolem v(t)), ktorej posta¢ zalezy od
sposobu kapitalizacji oraz wielkosci stopy procentowej. Wowczas zaktualizowana war-
to$¢ (na moment t = 0) jednostki wyptaconej w chwili s jest rowna v(s) i analogicznie

warto$¢ zaktualizowana (na moment t>0) jednostki wyptaconej w chwili S jest rowna
s
()’

Definicja: (Norberg 2004b)

Wycena strumienia finansowego F, czyli funkcja zaktualizowanych na moment t

platnosci dokonanych w okresie czasu T okreslona jest nastgpujgcym wzorem:

1
PVtF(T) = m’[f U(T)dF(T)

W szczegolnosci jesli strumien finansowy F, zwigzany jest z aktywng j-tqg opcjg

ubezpieczenia to zaktualizowana na moment t jego wartosc jest rowna:

1
F _
PV ;(T) = v(t)L v(T)dF (7).

Jesdli moment t =0, wowczas stosowane jest odpowiednio oznaczenie: PV (T7) oraz
PVF(T).

Gdy rozpatrywany jest model kapitalizacji ciagtej, stopy procentowe zastgpowane
sg intensywnoscig oprocentowania. W tym przypadku funkcja dyskontujgca dana jest

wzorem:
v(t) = e 0t

Zatem w modelu kapitalizacji cigglej zaktualizowana na moment t warto$¢ stru-

mieni ptatno$ci przyjmuje nastepujaca postac:

PV(T) = f e~ 8= 4F (7).
T
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Wedtug powyzszego wzoru wycenia si¢ wszystkie strumienie finansowe zwigza-
ne z ubezpieczeniem, innymi stowy wyznacza si¢ zaktualizowang warto$¢: strumienia
naptywu sktadek oraz wyptacanych §wiadczen w postaci rent, jak rowniez Swiadczen
jednorazowych z tytutu dozycia okreslonego wieku i z tytutu zajscia okreslonego przy-
padku zyciowego. Nalezy zauwazy¢, ze w kazdym z tych przypadkéw wartos¢ zaktu-
alizowana jest procesem losowym, ktoérego rozktad zalezy od rozktadu procesu Marko-
wa {X(t)}er-

Zaktualizowana warto$¢ (na moment t) sktadek wptaconych przez ubezpieczone-

go w dowolnym okresie trwania umowy jest nastepujacej postaci:

PV = PV =Y | eI > DX = )i @)
jes jes T
gdzie I{A} to indykator zbioru A.
Analogicznie wyznaczana jest zaktualizowana warto$¢ renty wyptaconej przez

ubezpieczyciela w dowolnym okresie T, ktoéra wyraza si¢ wzorem:

PVR = Z PVE(T) = Z f e ST OUT > T}{X(7) = j}dR; (7).
jes Jes T
W obu wzorach catki po prawej stronie sg to tzw. catki Riemanna-Stieltjesa (por.
[1,9,63]). Jesli ptatnosci dokonywane sa w sposob ciagly, to wysokos¢ sktadki ptaconej
przez ubezpieczonego w momencie t, gdy proces X(t) w tym momencie jest w stanie j, to

m(¢) oraz odpowiednio wysoko$¢ raty renty placonej to ¢j(¢), wowczas:
dH](T) = T[j(t)dt,
dR;(r) = r;(t)dt.

W tym przypadku catka Riemanna-Stieltjesa jest zwykta catka Riemanna, a 7;(?)
1 I;(¢) nazywane sg intensywnosciami ptatnosci odpowiednio sktadek i rent. Natomiast
w przypadku, gdy ptatnosci dokonywane sa w ustalonych odstepach czasu (rok, kwartat,
miesigc itp.) z gory lub z dotu, wowczas mamy do czynienia z catka Stieltjesa. Miano-
wicie sktadki ubezpieczeniowe ubezpieczony placi z goéry, tzn. na poczatku okresu, na-
tomiast raty renty wyplacane sa zawsze z dotu, czyli na koniec okresu, ktorego dotycza.
Zatem dla okresu [v,v + 1] sktadka zaptacona zostanie w chwili v, natomiast rate renty
wyplaci ubezpieczyciel w chwili v+ 1. W tym przypadku dla ustalonych odstgpéw cza-
suv=0,1,2,... zachodza rownosci:

dlli(r) = mj(o)|dt], dav<t<v+1,

dR;(r) = rj(®)[dt], dlav<=t<v+1.
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Wowecezas zaktualizowana warto$¢ sktadek jest nastgpujacg sumga Stieltjesa:

pyi = ;L e 0 OUT > X (7) = j}dII; (7)

= Z f e 0TOUT > YI{X (2) = j}n;(v) ld7] (3.1)
jes T

=) e OUT > VIX) = jim )
JES VET

i analogicznie w przypadku rent mamy:

PVR = z j e 0TOYT > JI{X (7) = j}dR;(7)
T

jes

= Zf e 0T OUT > T}{X (1) = j}r;(7) [d7] (3.2)
jes T

= > D e UHONT > v+ X + 1) = I+ 1),
JES vET

Z tytutu dozycia ustalonego momentu przy aktywnej opcji j ubezpieczyciel wy-
placi ubezpieczonemu $wiadczenie w wysokosci d;(V), ktorego wartos¢ zaktualizowana
na moment t to ZDf (V) jest rowna:

e PVTOIT > VI{X (V) = j}d;(v).

Wowezas zaktualizowana wartos¢ tych $wiadczen wyptaconych przez ubezpie-

czyciela w okresie czasu T jest nastepujaca:

PVP = z PV2(T) = Z Z e PVOIT > vI{X(v) = j}d;(v). (3.3)

jES jES veT
Zauwazmy, ze jest to suma Stieltjesa, ktorg mozna zapisa¢ jako nastepujaca catke
Riemanna-Stieltjesa:

pPVP = —SG-DT I{X (1) = j}d;(v)d
;Le (T > DIX(D) = j}d; (0)dr

34
= Z f e STOIT > T}{X(z) = j}dD;(x).
jes T
Rozpatrujac ptatnosci zwiazane ze zmiang stanu, czyli $wiadczenia jednorazowe
wyplacane w przypadku zaj$cia okreslonego zdarzenia objetego umowa ubezpieczenio-
wa, nalezy zauwazy¢, ze w dowolnym okresie czasu 7" proces aktywizacji opcji {X(t)}
moze kilkakrotnie zmieni¢ aktywny stan. Zatem niech Nj(f)oznacza liczbe przejsé
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procesu {X(t)} ze stanu j do k w czasie [0, t]], co zapisuje si¢ nastepujaco (Szkutnik
1998):
N (t) = #H{T € [0,t]: X (1) = jAX(z*) = k}.

Wowczas zaktualizowana warto$¢ (na moment t) Swiadczenia w wysokosei ¢jy (T)
wyptaconego w chwili 7, jesli nastgpito przejscie procesu ze stanu j do stanu k, dana jest

wzorem:
PV = e 01X (7)) = j AX (1) = jou (D).

Natomiast zaktualizowana warto$¢ (na moment t) sumy wszystkich $wiadczen
cji (t) wyptaconych w okresie T w zwigzku z przypadkami zyciowymi jest procesem
losowym postaci:

PVf = Z Z PV = Z Z f e 9D (T)dNjy (8).
TES k= Tesik=" 7

Zaktualizowana wartos$¢ strumieni ptatnosci zalezy od wielorakich przypadkow
zyciowych zachodzacych w zyciu ubezpieczonego, tak wigc jest procesem losowym,
ktorego rozklad zalezy od rozktadu procesu {X(t)};er. Stad tez aby policzy¢ wielkos¢
strumieni ptatnosci, nalezy postuzy¢ si¢ ktéryms z parametrow procesu. Zwykle wyko-

rzystywana jest warto$¢ oczekiwana, ktora nazywana jest wartoscia aktuarialng.

3.3. Wartos¢ aktuarialna strumieni ptatnosci

Warto$¢ aktuarialna strumienia ptatnosci w klasycznym ubezpieczeniu na zycie
i dozycie to warto$¢ oczekiwana zaktualizowanej na moment ptatnosci dokonanych
w okresie I'. W ubezpieczeniu z opcjami dodatkowymi obejmujacym roézne przypadki
zyciowe, dokonujac wyceny strumieni platnosci, nalezy uwzgledni¢ histori¢ procesu
aktywizacji opcji {X(t)}. Do analizy tego typu polis wykorzystana zostata gtownie
metodyka analizy przeplywow pieni¢znych i ich wartos$ci aktuarialnych zaproponowana
mi¢dzy innymi przez Norberga (1990, 1996), podstawe ktorej stanowia odpowiednio
przystosowane procesy Markowa. Stad warto$¢ aktuarialng ptatnosci w tego typu ubez-
pieczeniu nalezy wyznaczy¢ jako warunkowa warto$¢ oczekiwang ptatnosci, pod wa-

runkiem catej historii procesu {X(t)} oznaczonej F,. Zatem jest ona réwna:
E[PVE (T)IF,]. (3.6)

Warto$¢ aktuarialna §wiadczenia lub sktadki w klasycznych ubezpieczeniach na
zycie lub dozycie jest wartoscig oczekiwang zaktualizowanej wielkosci §wiadczenia lub

sktadki. W ubezpieczeniu na zycie i dozycie wartos¢ aktuarialna strumienia platnosci
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obliczana jest jako warunkowa warto$¢ oczekiwana zdyskontowanych ptatnosci, pod

warunkiem catej historii procesu i okreslana ogélnym wzorem (Bowers i in. 1997):
1
E[PVE(T)|F] = E [— v(T)dF (1) I?t],
v(t) Jy

gdzie {F;}o<t<r — filtracja okreslajaca historie procesu w chwili t.

Nowy system oceny wyplacalnosci zgodny z SOLVENCY Il ma by¢ dopasowany
do rzeczywistych ryzyk, na jakie narazone sg firmy ubezpieczeniowe. W przypadku
instytucji ubezpieczeniowych potencjalne ryzyka sa specyficzne dla typow zawieranych
umoéw, a przeptywy pienigzne powinny by¢ wyceniane, bioragc pod uwage catkowite
ryzyko, na ktore narazony jest ubezpieczyciel, tzn. z uwzglednieniem filtracji okreslaja-
cej petng informacje dostepna w chwili t dotyczaca opcji ubezpieczenia, procesu Smier-
telno$ci (zachorowalnosci), jak rowniez ksztattowania sie stop procentowych. W zwiaz-
ku z tym historig (filtracj¢) mozna podzieli¢ na trzy grupy, ktore nalezy uwzgledni¢ przy
wycenie:

— G, interpretowane jako wiedza o wartosci jednostki pieni¢zne;j,

— L, to wiedza o opcjach kontraktu,

— H, to wiedza o procesie umieralnosci.

Filtracja L, interpretowana jako ryzyko opcji kontraktu determinuje proces akty-
wizacji opcji oraz rodzaj przeptywow pienieznych wynikajacych z zawartej polisy ubez-
pieczeniowej. Ponadto zaklada sig, ze rynek finansowy jest idealny i wszyscy maja taka
samg wiedze o nim, a informacje otrzymywane sa wytgcznie z procesu wartosci jednost-
ki pieni¢znej Byczyli przyjetej stopy procentowej. Wowczas o g-ciele G, interpretowanym
jako wiedza o rynku finansowym uzyskana do chwili t zaktadamy, ze: G, = GZ. Natomiast
o-cialo H, to wiedza uzyskana do chwili t o procesie umieralnosci, a informacje o nim
determinuje przyszty czas zycia ubezpieczonego w wieku X lat oznaczonego T, = T.
Zatem filtracja F, okre$lajaca petng informacj¢ dostepna w chwili t dotyczaca zmiany
warto$ci pienigdza w czasie, procesu Smiertelnosci i aktywizacji opcji ma postaé:

Tt :Lt/\gt /\j'[t. (3.8)

Zatem przyjmujac:

— model kapitalizacji ciagtej,

- H,=HS =0c((T>1),0<t<n),

— proces aktywizacji opcji {X(t)}:»o jest procesem Markowa, a to oznacza, ze
przy obliczaniu wartosci oczekiwanej uwzglednia si¢ jedynie stan terazniejszy
procesu.

Warto$¢ aktuarialna ptatnosci dana jest nastgpujacym wzorem:
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E[PVE(T)Le AGe NH] =

E U e SCDGF (1) |o(I(T > t),0 <t <n) AX(t) = i|. (3.9)
T

Powyzszy wzor stanowi podstawe do obliczenia warto$ci aktuarialnych wszystkich
strumieni ptatnosci dla ubezpieczenia z opcjami dodatkowymi (Haberman, Pitacco 1999,
Wolthuis 2003). Warto$¢ aktuarialna (warto$¢ oczekiwana zaktualizowanych na moment t)
sktadek wptaconych przez ubezpieczonego w dowolnym okresie czasu T, przy aktywnej

w momencie t i-tej opcji polisy, dana jest nastgpujacym wzorem:

E[PVIloc((T >0),0<t<n)AX() =i] =

E Zf e SCOUT > X () = j}dIT; (1) |o(I(T > t),0 <t <n) AX(t) = i
jes T !

=y f e TOP(T > 7T > HP(X () = jIX(8) = DdII, (7).
jes T
Przy wykorzystaniu notacji aktuarialnej powyzszy wzor zapisany be¢dzie nastg-
pujaco:
E[PVIIc((T >t),0<t<n)AX(@®) =i] =

z f =80 T_tpil;tdnj(-[):z f e=0@0 _pY m(Dldr] (3.10)
T T

jes jes
-6(v—-t ij

DY esem0, pl m(w).

JES VET

Analogicznie oblicza si¢ warto$¢ aktuarialng renty wyplacanej przez ubezpieczy-

ciela i wzor w tym przypadku ma postac:

E[PVRIc((T > t),0 <t <n)AX(t) =i] =

Z f ) T_tpi’;thj(r):Z f e plim@ldtl - (G.1D)
T T

JES JES

_ —-S(v+1-t ij

= Z Z e3¢ ) v+1-tPx+tTj (v+1).
JES VET

Warto$¢ aktuarialna sumy d;(S) wyplaconej jednorazowo w ustalonym momencie s,
jezeli proces {X(t)} jest wowczas w stanie j, dana jest wzorem:
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3. Warto$¢ zaktualizowana i aktuarialna przeptywow pienieznych

E[PVPIc((T >1),0<t<n)AX() =i] =

E Z z e S-OUT > VX (W) = }d,(v) |o((T > £),0 < t <) AX(E) = i

JES VET
- Z z e S-OP(T > v|T > HP(X(v) = JIX() = D)d;(v).
JES VET

Po uwzglednieniu notacji aktuarialnej powyzszy wzor ma postac:
E[PVPIo((T >1),0<t<n) AX(t) =i]
(3.12)
= Z Z e~00=0 V- tpx+td (v) = Zf ~8(=t) T tpx+th (.
JES VET JjES

W przypadku sumy ubezpieczenia wyptacanej przez ubezpieczyciela w momencie
przejscia procesu {X(t)} ze stanu j do stanu k, warto$¢ aktuarialng procesu losowego

danego wzorem mozna okresli¢ w nastepujacy sposob:

E[PVEIo(I(T >t),0 <t<n) AX(t) =]

ZZf e D¢, ()N (D) [o(I(T > 1),0 < t < n) AX(E) = i

JES k#j

z z j =8¢, (D) E[dN;i (1|6 (I(T > £),0 < t < ) AX(E) = ]

JES k#j

=>> f e300, (DE[I{X (7) = [} (Ddr|o(I(T > 1),0 < t < ) AX(E) = i].

JES k#j

Korzystajac z definicji warunkowej wartosci oczekiwanej, otrzymuje si¢ wiec:
E[PVE|o(I(T>1),0 <t <n) AX(t) =]

ZZI e 0T (DP{X () = j|X () = I (D)dr.

JES k#j
Uwzgledniajac notacje aktuarialng, warto$¢ aktuarialna sumy ubezpieczenia

wyraza si¢ nast¢pujagcym wzorem:

E[PVEo(I(T >1),0 <t <n) AX(t) =i]

o8- ij (3.13)
Z z f Cik(T) 1Dy ek (x + T)dT.

JES k#j
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Warto$ci aktuarialne strumieni ptatnosci sg podstawowym miernikiem wykorzy-
stywanym w dalszej analizie przeptywow pienieznych wynikajacych z zawartych umow

ubezpieczenia.

3.4. Wartos¢ zaktualizowana i aktuarialna strumieni ptatnosci
wybranych polis

Przyktady stanowia kontynuacje dwoch omowionych uméw ubezpieczenia:
1. Tradycyjnego ubezpieczenia na zycie (UZ, UD, UZD).
2. Podstawowego (UZ, UD, UZD) z opcja dodatkowa powszechnie nazywana nie-
szczgsliwy wypadek (NW) — w tym przypadku uwzglgedniono opcje NW_ADI
oraz NW_AL
Model probabilistyczny powyzszych umoéow zostat przedstawiony i opisany w pod-
rozdziale 2.4. Przedstawienie modelu probabilistycznego polisy z opcjami dodatkowymi
stanowi pierwszy etap opisu ztozonej umowy ubezpieczenia. Kolejnym elementem
analizy jest okreslenie rodzajow platnosci stanowigcych podstawe wyceny ubezpieczenia
i dalszych kalkulacji z nig zwigzanych. Zaktada si¢, ze we wszystkich rodzajach ubez-
pieczen, ubezpieczony optaca sktadki o stalej wysokosci, ktore okreslone sa nastepujaco:
e = 7 051

Natomiast rodzaj $wiadczenia wyptacanego przez ubezpieczyciela zalezy od za-
wartej umowy ubezpieczenia. W ubezpieczeniu na zycie (UZ) wyptata sumy ubezpiecze-
nia w wysokosci C jednostek pieni¢znych nastepuje w przypadku zgonu ubezpieczonego
w okresie trwania ubezpieczenia. W ubezpieczeniu na dozycie (UD) swiadczenie w wy-
sokosci d jednostek pieni¢znych wyptacane jest wowczas, gdy ubezpieczony dozyt konca
okresu ubezpieczenia. Natomiast ubezpieczenie na zycie i dozycie (UZD) obejmuje obie
te sytuacje. Dla tych ubezpieczen mamy wigc nastepujace strumienie ptatnosci:

_(c dla 0<t<n _(d dla t=n
CHD(t)_{o dla t>n ’dH(t)_{O dla poza tym’

Umowy ubezpieczenia UZ, UD i UZD nie przewidujg innych wyptat, dlatego tez

mozna zapisac:
TH(t) = TD(t) = CDH(t) = dD(t) = 0 dlatEO

Zaktualizowane warto$ci powyzszych strumieni platnosci wyznaczone na pod-
stawie wzoréw (3.1-3.5) oraz ich wartosci aktuarialne wyznaczone ze wzorow (3.9-3.13)

zamieszczone sg w tabeli 3.1.
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3. Warto$¢ zaktualizowana i aktuarialna przeptywow pienieznych

Tabela 3.1. Warto$¢ zaktualizowana i aktuarialna calkowitych strumieni platnosci dla UZ/UD

Wartos¢

Rodzaje . Warto$¢ aktuarialna
strumieni zaktualizowana
platnosci na moment zawarcia umowy
Wptacone o _ " s n " -8s . HH
Kladki PV O,n) =7 | e %I4(s)ds E(PVS(0,n)|X(0) =H)=n | e °° jpifds
0 0

Swiadczenie
jednorazowe n n
wyplacone |PV§p(0,n) = cj e 9dNyp(s) E(PVE,(0,n)|X(0) = H) = f e~ pHHy(x + s)ds
z tytutu 0 0
$mierci (UZ)

Swiadczenie
z tytutu PVP(0,n) = de~%"I,(n) E(PVY(0,n)|X(0) = H) = de %" ,pHH
dozycia (UD)

Zrbdlo: opracowanie wlasne.

Analiza przeplywow pieni¢znych i ich wycena moze dotyczy¢ nie tylko catkowi-
tych, ale rowniez przyszlych strumieni, co oznacza konieczno$¢ dyskontowania na do-
wolny moment trwania ubezpieczenia z uwzglednieniem aktywnej w tym momencie
opcji. Poniewaz w tradycyjnym ubezpieczeniu nie zachodzi proces aktywizacji opcji,
przeplywy te wycenia si¢ analogicznie jak catkowite.

Natomiast w przypadku n-letniego ztozonego ubezpieczenia obejmujgcego umowe
ubezpieczenia podstawowego typu UZ, UD lub UZD wraz z umowa dodatkowa doty-
czaca nieszcezesliwego wypadku (NW) ochrona ubezpieczeniowa obejmuje dodatkowo
utrat¢ zdrowia i zwigzang z tym utrat¢ zdolnosci do pracy wskutek nieszczegsliwego
wypadku. Przedmiotem ubezpieczenia umowy podstawowej jest wiec zycie ubezpieczo-
nego, ktory otrzyma wyplatg sumy ubezpieczenia w zaleznos$ci od przyjegtego wariantu
z tytulu $mierci w okresie trwania ubezpieczenia lub dozycia konca okresu ubezpiecze-
nia. Przedmiotem umowy dodatkowej natomiast jest zdrowie ubezpieczonego, a zakresem
opcji NW_AI oraz NW_ADI objete jest catkowite lub czesciowe trwale inwalidztwo
spowodowane nieszczesliwym wypadkiem. W zwigzku z tym w przypadku doznania
przez ubezpieczonego trwatego uszczerbku na zdrowiu w wyniku nieszczesliwego wy-
padku firma ubezpieczeniowa w momencie uznania inwalidztwa (opcja NW_AlI) doko-
nuje wyplaty jednorazowego swiadczenia, np. na rehabilitacje i ewentualne operacje
w wysokosci ustalonego % sumy ubezpieczenia, ponadto ubezpieczyciel wyptaca takze
rent¢ inwalidzka. W przypadku $mierci ubezpieczonego w wyniku nieszczesliwego
wypadku firma ubezpieczeniowa zgodnie z umowa dodatkowa (opcja NW_ADI) wypta-
ca jednorazowo $wiadczenie ustalonej w OW U kwoty z tytutu $mierci wskutek nieszcze-
sliwego wypadku (najczesciej jest to dwukrotno$¢ sumy ubezpieczenia). Z tak skonstru-

owanym ubezpieczeniem zwigzane sa wigc nastepujace strumienie ptatnosci:
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sktadki optacane w okresie trwania ubezpieczenia:
_(m dla 0<t<n
(1) = {0 dla t>n
renta wyptacana z tytutu opcji trwatego inwalidztwa:
r dla 0<t<n
t) = U
Tar(©) {O dla t>n
$wiadczenie z tytutu dozycia w ubezpieczeniu UD lub UZD:

d da t=
du®=du®={5 G [

— jednorazowe $wiadczenie z tytutu opcji trwatego inwalidztwa:
c dla 0<t<n
crar(t) = {B
0 dla t>n
— $wiadczenie z tytutu $mierci ubezpieczonego w ubezpieczeniu UZ lub UZD:
c dla 0<t<n
t) = t) = -
cup(t) = cap (1) {O dla t>n 5
— $wiadczenie z tytulu $§mierci ubezpieczonego wskutek nieszczesliwego wypad-
ku w ubezpieczeniu UZ lub UZD:

2c dla 0<t<n
Crapi (£) = {0 dla t>n

Wszystkie strumienie ptatnosci wynikajace z umowy podstawowej i dodatkowej

2

b

przedstawiono w uproszczonej formie w tabeli ponize;.

Tabela 3.2. Przeplywy dla ubezpieczenia UZ/UDz opcjami NW_AI+ NW_ADI

- £ 2 = 2 =
':% g_ £as o £ o £ v £ %
2 g Z &8 g & g & g &%
) v 2] NS 2 2 N g N5 e~
> = 23 @ =9 S22 S 9 = S ez
% = = = .2 = 2 =g .2 == @
= = == g5 = g s” S S E €8z
= “ 5 352 | 23 237 | ER
2 E £<S3 = & = 3 =33
= & & Z Z £ E
wn

H T - d - c -

Al - r d Le c -

ADI - - - - - 2c

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Warto$¢ zaktualizowang i aktuarialng strumieni ptatnosci wynikajacych z zawar-

tej ztozonej umowy obejmujacej dodatkowe opcje NW_ADI oraz NW_Al wyznacza si¢

analogicznie jak w przypadku klasycznego ubezpieczenia, wykorzystujac odpowiednio

wzory (3.1-3.5) oraz (3.9-3.11). Wyznaczong zaktualizowang i aktuarialng wartos¢ cat-

kowitych przeptywow pienieznych dla ubezpieczenia z opcja NW_AI+NW_ADI przed-

stawiono w tabelach 3.3-3.4.
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3. Warto$¢ zaktualizowana i aktuarialna przeptywow pienieznych

Tabela 3.3. Zaktualizowana warto$¢ calkowitych przeplywéw pienieznych dla ubezpiecze-

nia UZ/ UD z opcja NW_AI + NW_ADI

Rodzaje strumieni platnosci

Wartos¢ zaktualizowana na moment:

Wplacone sktadki

n

PVE(0,n) = T[J e %1, (s)ds
0

Renta inwalidzka (NW_AI)

n

PVR(0,n) = rf e 551,,(s)ds
0

Ustalony % sumy ubezpieczenia wyplacony
z tytulu trwalego inwalidztwa (NW_AI)

n

PVI?AI(O'n) = ﬁcj e_sstHAI(S)
0

Dwukrotna suma ubezpieczenia wyplacona
z tytulu $mierci wskutek NW (NW_ADI)

n
PVSui(0,m) = 2¢ f €55 ANy 00 (5)
0

Jednorazowa suma ubezpieczenia wyptacona
na wypadek §mierci

n

PVI-(I:D(Oﬂ n) = CJ. e_ss(dNHD (8) + dNyyp(s))
0

Jednorazowa wyplata z tytutu dozycia konca
okresu ubezpieczenia

PV (0,n) = de™®"(Iy(n) + Ly (n))

Zrodto: opracowanie wilasne.

Tabela 3.4. Warto$¢ aktuarialna calkowitych przeplywéw pienieznych dla ubezpieczenia

UZ/UD z opcja NW_AI + NW_ADI

Rodzaje strumieni platnosci

Warto$¢ aktuarialna

Wptlacone sktadki

n

EPVIO,n)|X(0)=H)=n f e~%s pltdg
0

Renta inwalidzka (NW_AI)

n
0

E(PVR(0,n)|X(0)=H) =7 f e™%s pHAlgg

Ustalony % sumy ubezpieczenia
wyptacony z tytulu trwalego inwalidztwa
(NW_AI)

E(PVEL(0,m)]X(0) = H) = Bc f e™% pHig(x + s)ds

n
0

Dwukrotna suma ubezpieczenia wyptaco-
na z tytutu inwalidztwa (NW_ADI)

E(PVE401(0,m)|X(0) = H) = 2¢ f
0

n
e % pHig(x + s)ds

Jednorazowa suma ubezpieczenia
wyptacona na wypadek $mierci

E(PV$(0,n)|X(0) = H)

n
= cj e (i ulx +5) +
0
j € {H, A}

Py (x + s))ds

Jednorazowa wyplata z tytutu dozycia
konca okresu ubezpieczenia (w zdrowiu
Iub chorobie)

E(PVP(0,n)|X(0) = H) = de™®(,pi" + pi*')
je{H AD

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Przystepujac do wyceny przysztych przeptywow pienigznych, czyli majacych

miejsce od chwili wynikajacych z ubezpieczenia z opcjami dodatkowymi, nalezy rowniez

dokona¢ ich dyskontowania na dowolny moment trwania ubezpieczenia, jednak
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konieczne jest uwzglednienie procesu aktywizacji opcji. Zgodnie z przedstawionym
w rozdziale drugim modelem probabilistycznym ubezpieczenia podstawowego z wyku-
pionymi opcjami dodatkowymi NW_ADI i NW_AI jest to czterostanowy model Mar-
kowa (semi-Markowa), w ktorym tylko dwa stany nie sa pochtaniajgce. Zatem w rozpa-
trywanym przykladzie w dowolnym momencie trwania ubezpieczenia aktywna moze
by¢ jedna z dwoch opcji: S € {H, NW_AI}, co oznacza, ze proces aktywizacji opcji
{X(t)}ter moze mie¢ status: H lub NW_AI i nalezy ten fakt uwzgledni¢ przy wycenie
przysztych przepltywow pienieznych, co przedstawiono w tabeli 3.5.

Tabela 3.5. Warto$¢ aktuarialna przyszlych przeplywéw pieni¢znych dla ubezpieczenia UZ/
UD z opcja NW_AI + NW_ADI

Rodzaje strumieni platnosci Wartos$¢ aktuarialna

n
E(PVIL(t,n)|X(t) =H ZT[[ e~ 8(s—t)  pHH g
Whptacone sktadki (Vi (61X () ) \ s—tPx+t

E(PVI (tn)|X(t) = NW_AI) =0

n
E(PVR,t,IX() =H) =71 f e 860 _ pHAlds
Renta inwalidzka (NW_AT) t

n
B(PVE (6K (©) = NW_AT) =1 [ e7060,_pftatas

t

. . n
Ustalony % sumy ubezpieczenia E(PVtCHAI(t: X = H) = ﬁcf e=86=0 __ pHH 5(x + 5)ds
wyptacony z tytutu trwatego ' ¢
inwalidztwa (NW_AI) E(PVE 4 (6 IX(t) = NW_AI) =0

. . n
Dwukrotna suma u‘t?ezple.czema E(PVt?HADI X () = H) =2c f e—s(s—t)s_tpffta(x +5)ds
wyplacona z tytutu inwalidztwa ¢
(NW_ADI) E(PVuani (b n)|X(t) = NW_AI) = 0

E(PV&p(tn)IX(t) =H) =
n
o c [0ttt +5) + o pivCe + )ds
Jednorazowa suma ubezpieczenia t

wyptacona na wypadek $mierci E( PVt(,:HD &)X = NWAI) —

n
c f €560 _ pHaly(x + 5)ds
t

Jednorazowa wyplata z tytutu E(PVE(t,m)IX(t) = H) = de O (o _pffh + o p¥El)
dozycia kofica okresu ubezpieczenia E(PVRp (6, )X () = NW_AI) = de~ (=) _ paldl
(w zdrowiu lub chorobie) j€{H,AD

Zrédlo: opracowanie wilasne.
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4. Proces zagregowanej wyplaty

4.1. Podstawowe charakterystyki rozktadu

W analizie aktuarialnej kalkulacje oparte sa na ocenie szkodowosci danego typu
ubezpieczenia. Informacj¢ o szkodowosci ztozonego ubezpieczenia, jakim jest ubezpie-
czenie na zycie i dozycie powigzane z opcjami dodatkowymi, daje proces zagregowanej
wyplaty, ktory obejmuje wszystkie $wiadczenia wynikajace z zawartej umowy. Ocenia-
jac strumienie platnosci §wiadczen w momencie t trwania umowy, caty okres do tego
momentu traktujemy jako przeszlos¢, zas czas od tego momentu jako przysztosé. W za-
lezno$ci od analizowanego okresu czasu wyroznia si¢ skumulowane $wiadczenia do

chwili t oraz skumulowane przyszie $wiadczenia.

Definicja (Norberg 1990)

Proces skumulowanych roszczen (Swiadczen) wyptaconych w okresie czasu T
nazywany rowniez procesem zagregowanej wypltaty {W(t)}ier, 0znaczono, a jego zak-
tualizowana wartos¢ na moment to:

PV¥(T) = f e~ =Daw (7).
T

Wyceny strumienia skumulowanych §wiadczen dokonuje si¢ poprzez odpowiednie
ztozenie i wyceng poszczegolnych strumieni finansowych zwigzanych z zawartg umowa
ubezpieczenia opisanych w rozdziale 3. Dla ujednolicenia analizy i zachowania og6lno-
sci modelu do wyceny tacznego strumienia $wiadczen wykorzystana jest catka Rieman-
na-Stieltjesa obejmujgca przypadek ciagtych i dyskretnych przeptywow. W zwigzku
z tym zaktualizowana warto$¢ tagcznych swiadczen zwigzanych z ubezpieczeniem zlo-

zonym wyrazona jest nastepujacym wzorem:

PV (T) = Z f e~ STOUT > I{X(x) = j}d (Rj(r) +D (r))
T

jes

Swiadczenia zwiazane z aktywna opcja

+ » fT e =50 ¢y, (1)dN;, (6)

JES k#j
Swiadczenia wynikajace ze zmiany aktywnej opcji polisy.

“4.1)
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Analiza aktuarialna a rozszerzone ryzyko w ubezpieczeniach na zycie

Roéwnowazna posta¢ wzoru (4.1) jest nastepujaca:

PVtW(T) =

Z f e‘a(T_t)]I{T>T}H{X(T) zj}d[/yj(—[) +Zj e—S(T—t)cjk(’[)dek(‘[) >
T T

JjES k%)

gdzie {W] (t)}teT jest procesem uwzgledniajacym wszystkie Swiadczenia zwigzane
z aktywna opcja polisy.

Z punktu widzenia analizy aktuarialnej ubezpieczen na zycie interesujace sg na-
stepujace charakterystyki funkcyjne rozktadu procesu:

— wartos¢ oczekiwana,

— wariancja,

— odchylenie standardowe,

skosnos¢,

kurtoza.

Wartos$¢ oczekiwana daje oszacowanie wartosci skumulowanych $wiadczen, mia-
ry rozproszenia stanowia informacje¢ o ryzyku z nim zwigzanym, natomiast miary sko-
$nosci 1 koncentracji wskazujg na asymetri¢ i sptaszczenie rozktadu.

Do wyznaczenia wartos$ci oczekiwanej skumulowanych swiadczen wystarczy
znajomo$¢ momentow zwyktych pierwszego rzedu poszczegdlnych strumieni platnosci
{Ri(®©)}, . 1D (O}, > 01z {Cji (1)}, » ktore opisuja wzory (3.9-3.13). Podstawiajac je
do wzoru na wartos¢ oczekiwang sumy zaleznych zmiennych losowych, otrzymuje si¢
warto$¢ oczekiwang skumulowanych §wiadczen:

ECPVY(DNo((T >1),0<t <n) AX(t) =)

[ e e (R + @) +
T

& @2)
+ Z Z f e8¢, (1) T_tpi];tujk(x + 1)dr.
Jesk=z"T

Wariancje skumulowanych §wiadczen i tym samym odchylenie standardowe wy-

znacza si¢ rowniez jako sume zaleznych zmiennych losowych, otrzymujac:

Var(PVY (M)|o((T > t),0 <t <n)AX(t) =i) = 4.3)
Var (Zjes fg. e~8G-0) T_tpi’;td (Rj(‘[) + D]-(T)) |J(I(T >1),0<t<n)AX(t) = i) +

Var (Zjes Biewj Jy €00 () rep Pyt (x + 1T |0((T > 0,0 < £ <m) AX(E) = )
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4. Proces zagregowanej wyptaty

Do wyznaczenia innych charakterystyk funkcyjnych, takich jak skosnos¢ i kur-
toza, potrzebna jest znajomos¢ warunkowych momentéw zwyktych i centralnych wyz-
szych rzedow, odpowiednio trzeciego i czwartego. Zgodnie z definicjg -ty warunkowy
moment zwykty skumulowanych swiadczen wyptaconych w dowolnym okresie czasu J°

wyraza si¢ wzorem:
mi(T) = E((PVY (@)oo (I(T > 1),0 <t <n) AX(t) =10)
oraz moment centralny to odpowiednio:
%Uj=E(@MWUD—E@mWUﬂydeT>tLOStsmAX@)

Przyjmujac T = (t, n], wyznaczone momenty oznaczono odpowiednio jako mfl ®
oraz ué (V) i dotycza one przysztych skumulowanych §wiadczen.

W pracy Norberga (1995b) przedstawione jest rownanie rozniczkowe momentow
zwyktych zaktualizowanych przeptywdw pienieznych. Adaptujac wyniki i uwzglednia-
jac w tym réwnaniu zamiast procesu facznych przeptywow pieni¢znych proces skumu-
lowanych $wiadczen, uzyskano nastgpujace rownanie rézniczkowe momentow zwyktych

zaktualizowanej warto$ci skumulowanych przysztych swiadczen:

d .
qu ® =
(q6 + U (t))mé (t) - Q(Ci ) + Ci(t))mf;—l ) 4.4)
q
= e ® ) (1) ct(mb 0,
k+i r=0

Natomiast momenty centralne stopnia > 1 wyznacza si¢ na podstawie momentow
zwyktych wedtug nastepujacej zaleznosci (Bilingsley 1987):
q
K = Y (1) nrrmie (mio)" . @.5)
r=0
Przedstawione rownania (4.4) i (4.5) wykorzystuje si¢ do wyznaczenia momentow
zwyktych i centralnych zaktualizowanej wartosci skumulowanych przysztych swiadczen
(Feller 1980), na podstawie ktorych wyznacza sie nastepnie wariancje (¢?) jako drugi
moment centralny i odchylenie standardowe (¢), natomiast wspotczynnik skosnosci
i kurtoza dane sa nastgpujagcymi wzorami:

_m® _m®

V1 o3 Y2 ot
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Analiza aktuarialna a rozszerzone ryzyko w ubezpieczeniach na zycie

4.2. Rozktad skumulowanych swiadczen

Dla kompletnego scharakteryzowania procesu w kolejnym etapie zbadano jego
rozktad. Problem rozktadu przeptywow pieni¢znych w ubezpieczeniach podejmowato
wielu autorow (Parker 1993, Hesselager, Norberg 1996, Norberg 1996, Waters 1998,
Haberman, Pitacco 1999, Ramlau-Hansen 2003). Adaptujac uzyskane przez nich wyni-
ki, okreslono rozktad skumulowanych swiadczen w ubezpieczeniu ztozonym, jakim jest
ubezpieczenie na zycie i dozycie z opcjami dodatkowymi. W rozdziale tym okre$lono
wiec rozktad przysztych skumulowanych §wiadczen, ktorych dystrybuanta zgodnie
z definicjg okreslona jest nastepujaco:

FI/iV,t(u) = ]P)}/V(t' u) =

PPVY (t,n) <u|lo((T >1),0<t<n)AX(t) =i] = “6)

P Une“s(f‘t)dW(T) <ulo((T>t),0<t<n)AX(t) = i].

Gdy podstawimy w powyzszym wzorze zaktualizowang warto$¢ skumulowanych

$wiadczen okreslong wzorem (4.1), powyzszy wzor przyjmuje postac:

PY(t,u) = P[PV (t,n) <ulo(I(T >t),0<t<n)AX(t) =i] =

p|y f eOI(T > DX @) = AW, () + fT e =57C;1 (1) dN; (1)

JES k+j (4-7)

<ue %o(I(T > t),0<t <n) AX(t) = il.

To, jakie $wiadczenia ubezpieczyciel wyptaci w przysztosci, determinuje okreslo-
na realizacja procesu aktywizacji opcji {X(t)}ser . Wiadomo, ze mogg wystapi¢ dwie
sytuacje: w dowolnym momencie S > t nastapi zmiana aktywnej opcji polisy ubezpiecze-
niowej, co oznacza przejscie procesu {X(t)}ter do innego stanu, lub aktywna opcja nie
ulegnie zmianie, co oznacza, ze proces pozostanie w stanie i do konca trwania ubezpie-

czenia. Zatem stosujac wzor na prawdopodobienstwo catkowite, otrzymuje sie:
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4. Proces zagregowanej wyptaty

Py (t,u) =

n
s
ii -6t —8s
D[ vl sdds- PU €0 AW, (1) + e~y (s)
JFi t
prawdopodobieristwo zmiany
aktywnej opcji w chwili s

; 4.8)
+f e~ dW (1) < ue=%|X(s) =j] +

n
n—tPire ” I [f e Tdw; (1) < ue‘&].
t

prawdopodobieristwo
pozostania

W drugim sktadniku sumy powyzszego wzoru wyrazenie ,,_.p,, okresla praw-
dopodobienstwo utrzymania aktywnej i-tej opcji ubezpieczenia do konca jego trwania.
W tym przypadku przyszite §wiadczenia zwigzane sg tylko z aktywng i-ta opcja ubez-
pieczenia. Natomiast w pierwszym sktadniku sumy wyrazenie ¢_.p¥%, . pu; j(s) okresla
prawdopodobienstwo pozostania procesu aktywizacji opcji w stanie i do chwili s oraz
przejscie do stanu j w czasie [s, s + ds). W tym przypadku przyszie przeptywy pieni¢z-
ne do chwili S zwigzane s3 z aktywna opcja (i), nastgpnie w momencie S wyplacane jest
$wiadczenie jednorazowe w wysokosci ¢;j(s) wynikajace ze zmiany statusu polisy
i dalsze ptatnosci (po czasie S) wynikaja z dowolnej aktywizacji opcji w przysztosci.

Zatem dokonujgc dalszych przeksztatcen algebraicznych tego czynnika, otrzymu-
je sig:

P Use‘&dWi(r) + e“sscij(s) + fne“s’dW(T) < ue %|X(s) =j]

n N
=P U e T dW (1) < ue 8¢9 — ¢;5(s) — j e 8@0qw; (1) |X(s) = j| 4.9)
N t

N
= IPJW <s, ue 0= — ¢;i(s) — f e‘5(T‘s)dWi(1)>.
t

Uwzgledniajac powyzsze przeksztalcenia, wzor (4.7) wyrazajacy dystrybuante
skumulowanych przysztych $wiadczen przyjmuje teraz postac:

PV (t,u) =

n
S
i —8(t- —8(z-
E f s—eDirettij ()P} <S,ue =) —¢5(s) — ft e o0 S)dVVi(T)>dS+ @.10)

JELt

n
n—tPiel U. e 9T aw; () < ue‘st].
t
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Analiza aktuarialna a rozszerzone ryzyko w ubezpieczeniach na zycie

Na podstawie powyzszego wzoru mozna wyznaczy¢ dystrybuante skumulowanych
przysztych §wiadczen, ale jedynie dla ustalonego momentu t. W celu wyznaczenia roz-
ktadu jako funkcji czasu nalezy znalez¢ rownanie rdézniczkowe lub rekurencyjne bedace
podstawa wyznaczania rozktadu skumulowanych §wiadczen. Niestety rownania (4.9) nie
mozna zrézniczkowac po t, poniewaz istnieje podwdjna zaleznos¢ od czasu. Zatem aby
uwolni¢ si¢ od tej zaleznos$ci, nalezy dokona¢ dalszych przeksztatcen polegajacych na

pomnozeniu obu stron rdbwnania przez .p¥ oraz dokonaniu nastepujacego podstawienia:

t
u = eft (u - f e‘&dWi(‘r))
0

Wowczas rownanie (4.9) przyjmuje postac:

t
PEPY (t, edt <u — J e‘&dWi(r)>> =
0

e S
ZJ- SleClML](S)]P)JVV <S. e‘ssu - f e_S(T—S)dWi(‘[) — Cij(s)> ds + (411)
0

JELt

n
np;'fﬂ[ [ emam <
0

Nastepnie po podstawieniu PY (t,u) = PY¥ (t, edt (u - Ot e_&'dWi(‘L’))) row-
nowazna posta¢ powyzszego rownania jest nastepujaca:

thiCi ﬁrv (t' U) =

> f Py (5)PY <s, ut | estaw ) - [

N
£, ¢ I® — ey (S)) @.12)
J#FL t

n
+ o PUT U e 9TdW; (1) < u].
0

Z rownan Kotmogorowa omowionych i rozwiagzanych w rozdziale 2 wiadomo, ze
i —

Py = exp (— fot Ui (T)d‘[). Zatem obliczajgc pochodng zarowno lewej, jak i prawej
strony powyzszego rownania, mamy:
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4. Proces zagregowanej wyptaty

L= (P (tw) =

1
t t

exp _f:ui(T)dT P (t,u) + exp —fui(f)dr .(@}’V(t’u))’:
0 0
[ o @W(t)—f (0)d ’+ _f (e |AELEW
exp Ofui(r)r e e R S e o
exp| — f pi(r)de (-W(t.u)ui(r) +%)

0
oraz

!

DX Z f wij ()P (s u+ j ~OTdw; (v) — f Se—&dwi(r) —e—6scij(s)>
0

j#i ¢

+ <np§}"ll Une“”dWi(r) < uD =
0

t

—exp —f,ul(‘r)dr Zf,uu(s)]P’W (s u+f ‘STdW (1) —J—Se‘&dWi(‘r)

JELt
— e_gscij(5)> .

Przyréwnujac obie strony i dokonujac przeksztatcen algebraicznych, otrzymuje
sie rownanie rézniczkowe funkcji P} (¢, u)(Olivieri, Pitacco 2009):
aP¥(t,u) =
PY (¢, wp (D dt
t
Zul}(t)IP <t u+ f e 5T dW, (1) — f e~%Tdw; (1) —e-&c,-k(t)) dt
0

]#—'l

@.13)

z warunkiem poczatkowym:

PY(n,u) = ]I{fne‘&dWi(T) < u}.
0
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Analiza aktuarialna a rozszerzone ryzyko w ubezpieczeniach na zycie

Catka w rownaniu (4.13) jest catkg Riemanna-Stieltjesa i stanowi podstawg zba-
dania dystrybuanty rozktadu skumulowanych $wiadczen wyptacanych z polis ubezpie-

czeniowych z opcjami dodatkowymi.

4.3. Proces skumulowanych swiadczen dla przyktadowych polis
z opcjami dodatkowymi

Rozktad procesu skumulowanych §wiadczen stanowi kolejny etap oceny i wyceny
dwoch oméwionych polis ubezpieczenia z opcjami:

1. Tradycyjnego ubezpieczenia na zycie (UZ, UD, UZD).

2. Podstawowego (UZ, UD, UZD) z opcja dodatkowa powszechnie nazywang nie-
szczgsliwym wypadkiem (NW) w tym przypadku uwzgledniono opcje NW_ADI
oraz NW_AlI
W pierwszym przypadku procesami reprezentujacymi wielko$ci roszczen sg

{Dj (t)} oraz {C]k (t)}, ktore zostaty opisane i byty analizowane w rozdziale 3.4. Ztoze-
nie tych procesow prowadzi do procesu skumulowanych przysztych Swiadczen, ktory
zgodnie ze wzorem (4.1) i z uwzglednieniem strumieni platnosci charakterystycznych
dla omawianego tradycyjnego ubezpieczenia UZ, UD i UZD (tabela 3.1) przyjmuje na-
stepujacg postaé:

n
d-e ?M=O,m)+ ¢ j e 0 G=OdNy(s) .
swiadczenie z tytutu ¢

dozycia swiadczenie z tytuftu smierci

Analizg wlasnos$ci tego procesu i okreslenie jego rozktadu nalezy przeprowadzac
w dwoch etapach. Pierwszy etap to zbadanie whasnosci i rozktadu catkowitych skumu-
lowanych $wiadczen (nazywanych rowniez catkowita wyplata) z uwzglednieniem wieku
ubezpieczonego i dtugosci okresu ubezpieczenia. Analiza ta jest dla ubezpieczyciela
podstawa wyceny ubezpieczenia. Drugi etap to analiza wlasnos$ci procesu przysztych
skumulowanych $§wiadczen i wigze si¢ z koniecznoscig uwzglednienia procesu aktywi-
zacji opcji w okresie trwania ubezpieczenia i dotyczy tylko umoéw ubezpieczenia z wy-
kupionymi opcjami dodatkowymi.

W analizowanym przyktadzie dotyczacym tradycyjnego ubezpieczenia bez opcji
dodatkowych proces aktywizacji opcji nie ma miejsca, dlatego tez przeprowadzono
analize wlasno$ci procesu catkowitych skumulowanych $wiadczen i okreslono jego
rozktad. W ubezpieczeniach najczesciej uzywanymi charakterystykami funkcyjnymi sg

warto$¢ oczekiwana i wariancja. Wykresy wyznaczonych przecietnych catkowitych
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4. Proces zagregowanej wyptaty

skumulowanych $wiadczen i odchylenia standardowego, przyjmujac sume ubezpieczenia

rowng 1 j.p. dla ubezpieczenia UZ, przedstawiono na rysunku 4.1.

wartos¢ oczekiwana odchylenie standardowe

Rysunek 4.1. Wybrane charakterystyki calkowitych skumulowanych §wiadczen w ubezpie-
czeniu UZ

Zrédto: opracowanie wlasne.

Przedstawione charakterystyki mozna doktadniej przeanalizowac, rozpatrujac
umowg¢ zawartg z ubezpieczonym w okreslonym wieku. Wybrane charakterystyki funk-
cyjne catkowitych skumulowanych $wiadczen dla ubezpieczenia UZ zawartego z 30-let-

nim mezczyzng przedstawione sg na rysunku 4.2.

wartos¢ oczekiwana odchylenie standardowe

n

10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 S0 €0

Rysunek 4.2. Wybrane charakterystyki calkowitych skumulowanych §wiadczen w ubezpie-
czeniu UZ zawartym z 30-latkiem
Zrédto: opracowanie wlasne.

Warto$¢ oczekiwana catkowitych skumulowanych $§wiadczen, jak mozna si¢ byto
spodziewac, jest rosnacg funkcja okresu trwania ubezpieczenia n dla kazdego wieku
wstepu. Natomiast jezeli rozpatrujemy ja jako funkcje wieku osoby ubezpieczanej, to
mozemy zaobserwowac, ze dla wieloletnich kontraktow ubezpieczeniowych sa to funk-

cje rosnace, z kolei dla matych wartosci n jest to funkcja prawie stata. Doktadnos¢
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oszacowania przecigtnych skumulowanych swiadczen mierzy si¢ za pomoca wielkosci
odchylenia standardowego. Rysunek 4.1b wskazuje, ze dla ustalonego wieku osoby ubez-
pieczanej odchylenie standardowe rosnie od n=1 do maksimum, ktore osiaga dla n, ta-
kiego, ze npx = npHH = 0,7 inastepnie maleje az do n = 60. Analogicznie dla ustalone-
go N odchylenie standardowe jest funkcja rosnaco-malejacg zmiennej X, ktora osiaga
maksimum dla X, spetniajacego warunek: ,p, = pH" = 0,7, za wyjatkiem duzych
wartoéci n, dla ktérych VX ,,pH¥ > 0,7 i woéwczas mamy funkcje rosnaca.

Drugim rodzajem najprostszego ubezpieczenia jest tradycyjne ubezpieczenie na
dozycie UD. Wykresy przecietnej catkowitych skumulowanych swiadczen i odchylenia
standardowego dla ubezpieczenia UD przedstawiono na rysunku 4.3 i rysunku 4.4 dla

30-letniego mezczyzny.

wartos¢ oczekiwana odchylenie standardowe

Rysunek 4.3. Wybrane charakterystyki calkowitych skumulowanych §wiadczen w ubezpie-
czeniu UD
Zrédto: opracowanie wiasne.

wartos¢ oczekiwana odchylenie standardowe
0.07
0.06

0.05

0.4 0.03

0.02

n n
10 20 30 10 50 10 20 30 40 50 60

Rysunek 4.4. Wybrane charakterystyki calkowitych skumulowanych §wiadczen w ubezpie-
czeniu UD 30-letniego me¢zczyzny
Zrodho: opracowanie wlasne.
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4. Proces zagregowanej wyptaty

W przypadku ubezpieczenia na dozycie UD wartos¢ oczekiwana catkowitych
skumulowanych $wiadczen (pierwszy wykres) jest malejaca funkcja okresu trwania
ubezpieczenia n dla kazdego wieku wstepu i jest to zwigzane z malejgcym prawdopodo-
bienstwem, ze wyplata §wiadczenia nastapi. Wielkos¢ ta jako funkcja wieku ubezpie-
czonego dla dowolnych wartosci n jest funkcja stalg. O doktadnos$ci oszacowania prze-
cigtnych skumulowanych $wiadczen moéwi wielko$¢ odchylenia standardowego. Drugi
wykres na rysunku 4.3 wskazuje, ze w ubezpieczeniu UD dla ustalonego wieku osoby
ubezpieczanej odchylenie standardowe ro$nie, osiagajac maksimum w Ny, a nastgpnie
maleje az do n=60. Analogicznie dla ustalonego n odchylenie standardowe jest funkcja
rosngco-malejgcg za wyjatkiem duzych wartos$ci n, dla ktorych jest funkcja malejaca.
Przedstawione wtasnos$ci funkcji mozna przeanalizowa¢ doktadniej, rozpatrujac umowe
UD zawarta z me¢zczyzna w wieku 30 lat.

Majac okreslone podstawowe charakterystyki rozktadu, w dalszej czgsci przykta-
du wyznaczono rozktad catkowitych skumulowanych $§wiadczen. Dystrybuanta catko-
witych skumulowanych §wiadczen w przypadku takiego ubezpieczenia zgodnie z (4.10)
okreslona jest nastepujaco:

n

Svu(t)
DI UL ()P | s,e%u— | —=dWy (1) — cyp(s) |ds +

w —_
Pir (0w) = f o v(s)

0

+ pHH . l[f:e_&dWH(T) <u.

Uwzgledniajac strumienie platnosci charakterystyczne dla ubezpieczenia UZ, wzor

ten przyjmuje postac:
P (0,u) = fon P u(x + 5) PY (s, €%5u — cyp(s))ds + ppiH - 1[u = 0].

Prawdopodobienstwo IP%’(S, e%Su — cyp (s)) wystepujace w pierwszym sktadni-

ku sumy zgodnie ze wzorem (4.9) mozna zapisa¢ nastepujaco:

P <fne‘5(f‘s)dW(T) < e%u—cyp(s)|X(s) = D)-

Oznacza to, ze momentem $mierci ubezpieczonego jest chwila s zdefiniowana jako
zmienna losowa. Niech wigc T, oznacza przyszty czas zycia osoby w wieku x lat, wow-

czas otrzymujemy:
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P (0,u) =

n n
f PHEU(x + 5)P <f e 0= aW (1) < e%u — cyp(s)|X(s) = D) ds
0 s

+ pH1[u = 0] = ]P’(eSTxu —cyp(Ty) = 0) + pHH . 1[u > 0]

C
u
t1

1
—p TxZEZn( ) +P(T, >n) - 1[u = 0]

=P+ ™ 1u = 0].

Korzystajac z powyzszego wzoru, otrzymuje si¢ ostatecznie wzor dystrybuanty
catkowitych skumulowanych §wiadczen w tradycyjnym ubezpieczeniu UZ:

( 0 dla u<0
P(T, > n) = ,piH dla 0<u<ce %"
Fii o) = P (0,u) =< 1 /¢ s
P| T, > Eln (ﬂ) = pi" dla ce™™<u<c
t
\ 1 dla u=0.

Dystrybuanta dana powyzszym wzorem zalezy od dwoch parametrow: wieku
ubezpieczonego i1 okresu trwania ubezpieczenia. Na rysunku 4.5 przedstawiono wykre-
sy dystrybuant skumulowanych swiadczen dla terminowego 20-letniego ubezpieczenia
UZ zawartego z osoba w wieku X lat. Natomiast dystrybuanty przedstawione na rysunku
4.6 to prezentacja graficzna dystrybuant skumulowanych §wiadczen dla n-letniego ubez-
pieczenia UZ zawartego z 30-letnim mezczyzna. Zatem w pierwszym przypadku przed-
stawiono zmiany rozktadu w zaleznos$ci od wieku ubezpieczonego, w drugim za$ zilu-
strowano, jak okres ubezpieczenia wptywa na ten rozktad.

W analogiczny sposéb mozna wyznaczy¢ dystrybuante rozktadu skumulowanych
catkowitych §wiadczef w ubezpieczeniu na dozycie (UD) oraz na zycie i dozycie (UZD),
uwzgledniajac charakterystyczne dla tych ubezpieczen strumienie ptatnosci.

84



4. Proces zagregowanej wyptaty

x=30 x =40
1E 1'—/_——————‘_
0.8 0.8 F
0.6 F 0.6 F
0.4 F 0.4 F
0.2 | 0.2 F
N N . . . u u
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x =50 x =60
1F
0.8 F
0.6 F
0.4 F
0.2 |
u . . . N N u
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 4.5. Dystrybuanta calkowitych skumulowanych §wiadczen ubezpieczenie UZ
w zaleznoSci od X

Zrodto: opracowanie wilasne.

n=20 n=30
1E 1F _—
0.8 0.8 F
0.6 0.6 F
0.4 F 0.4 }
0.2 + 0.2 b
u u
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n =40 n =50
1F 1F
0.8 0.8 F
0.6 0.6 F
0.4 F 0.4 |
0.2 F 0.2
. . . . fe o u u
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 4.6. Dystrybuanta calkowitych skumulowanych §wiadczen ubezpieczenie UZ
w zaleznoSci od n

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Natomiast analiza rozktadu skumulowanych $§wiadczen w przypadku ubezpiecze-
nia zlozonego, czyli ubezpieczenia z wykupiona opcja dodatkowa NW_Al+ NW_ADI,
ktorego model probabilistyczny zostal przedstawiony w rozdziale 2.4, procesami repre-
zentujagcymi wielkos$ci roszczen w tego typu ubezpieczeniu sg odpowiednio {Dj (t)],
{CJ (t)} oraz {C jk(t)], ktore zostaty opisane i przedstawione w tabeli 3.3. Na tej podsta-
wie okreslono funkcje¢ skumulowanych swiadczen nastgpujacej postaci:

PVl (t,n) =
d-e 5D (1, (n) + Iy (n)) + ¢ J.ne_a(r_t)(dNAlD (¥) + dNyp (D)) +

Swiadczenie z tytutu dozycia t
korica okresu ubezpieczenia swiadczenie z tytufu smierci

n n

n
r j e8], (r)dr + Be j e AN,y 40 (7) + 2¢ j e ANy 4 (1) -
t t L

Swiadczenia z tytutu opcji dodatkowych

Analizg wlasnos$ci rozktadu procesu skumulowanych §wiadczen w przypadku
ubezpieczenia z opcjami dodatkowymi przeprowadza si¢ w dwoch etapach obejmujacych
proces: catkowitych skumulowanych $wiadczen dokonanych w czasie [0, n] oraz przy-
sztych skumulowanych §wiadczen dokonanych po czasie. Zatem pierwszy etap to zba-
danie rozktadu catkowitych skumulowanych $wiadczen stanowigcych dla ubezpieczy-
ciela podstawe wyceny ubezpieczenia. Wowczas w powyzszym wzorze przyjmuje si¢
t=0 1 podstawiajac wynik do wzordéw (4.2-4.3), wyznaczono podstawowe charaktery-
styki rozktadu: warto$¢ oczekiwang i odchylenie standardowe procesu skumulowanych
$wiadczen. Wykresy tych charakterystyk dla ubezpieczenia UZ z opcja NW_AI+ NW
ADI zawartego z 30-letnim mezczyzng przedstawiono na rysunku 4.7.

warto$¢ oczekiwana odchylenie standardowe
0.3

0.25
0.25 0.2

0.2 0.15
0.1

0.05

10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

Rysunek 4.7. Warto$¢ oczekiwana, drugi moment, wariancja i odchylenie standardowe
calkowitych skumulowanych §wiadczen w ubezpieczeniu UZ z opcja NW dla 30-latka jako
funkcje n

Zrédto: opracowanie wlasne.
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4. Proces zagregowanej wyptaty

W przypadku ubezpieczenia na zycie z opcja NW_AI+NW_ADI zarowno wartos¢
oczekiwana, jak i odchylenie standardowe wykazuja takie same wtasnos$ci jak w przy-
padku tradycyjnego ubezpieczenia UZ bez opcji dodatkowych. Warto$é oczekiwana
catkowitych skumulowanych §wiadczen jest rosnaca funkcja okresu trwania ubezpiecze-
nia n dla kazdego wieku wstepu. O doktadnosci oszacowania przecietnych skumulowa-
nych $wiadczen mowi wielko§¢ odchylenia standardowego. Jego wykres wskazuje, ze
dla ustalonego wieku osoby ubezpieczanej odchylenie standardowej rosnie do pewnego
punktu Ny spetniajacego warunek , —p, = 0,7: 1 dalej maleje az do n=60.

W przeciwienstwie do tradycyjnych uméw ubezpieczenia w przypadku umow
ubezpieczenia zlozonego analiza rozktadu skumulowanych $wiadczen obejmuje rowniez
drugi etap dotyczacy procesu skumulowanych przysztych §wiadczen. Etap ten obejmu-
je wiec badanie rozkladu juz w okresie trwania ubezpieczenia z uwzglgdnianiem ewen-
tualnych niedoszacowan w przysztych platnosciach, w zwigzku ze zmieniajacymi si¢
w okresie trwania ubezpieczenia aktywnymi opcjami tego ubezpieczenia. Ubezpieczyciel,
dokonujac wyceny ubezpieczenia w momencie jego zawierania (w chwili t=0), nie
uwzglednia tych zmian i w ten sposoéb moga powsta¢ ewentualne niedoszacowania przy-
sztych przeptywow pienigznych. Dlatego tez ubezpieczyciel powinien dokona¢ analizy
procesu skumulowanych $wiadczen dla dowolnego momentu t € [0, n] trwania ubez-
pieczenia, z uwzglednieniem procesu aktywizacji opcji ubezpieczenia. Analiz¢ t¢ moz-
na przeprowadzi¢ dla ustalonego momentu w analogiczny sposob jak w przypadku
catkowitych skumulowanych §wiadczen. Mozna rowniez oprze¢ ja na rozwigzywaniu
odpowiednich rownan rozniczkowych. Momenty zwykte skumulowanych $wiadczen dla
dowolnego t wyznacza si¢, rozwigzujac odpowiedni uktad réwnan réozniczkowych (4.4).

W przypadku ubezpieczenia z opcja NW_AI + ADI uktad ten jest bardziej ztozony:

rd

i (©) = 148 + s (©) + pap (O] - i (©) =

q
U g @+ @) mI 0~ s© Y (D) s IV 0)
r=0

d 1
| @ = 146 + usp@] - mP(©) — ¢ ¢5() - mIT (@),

Ostateczna postac¢ uktadu rownan, jaki nalezy rozwigzaé, zalezy od strumieni
ptatnosci zwigzanych z ubezpieczeniem podstawowym i dodatkowym. Jesli rozpatruje-
my ubezpieczenie podstawowe na zycie UZ z opcja NW_AI + NW_ADI, to uklad ten
przyjmuje postac:
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d
27 (0 =[98 + tuar(©) + tap (0] - mi (©)

{  —2ctpapi(t) z ( mADIr)(t)

d
\ dth’)(t) =46 + 1ain (O] m{P(®).

Natomiast w przypadku ubezpieczenia na dozycie UD wraz z opcja NW_AI +

NW_ADI nalezy rozwigza¢ nastepujacy uktad dwoch rownan rézniczkowych:

d
[ O = (48 + i (©) + i OTmP ©)

{ Cqu )(t) — 2¢Upap;(t) Z mADIT)(t)

d
Zmar (© = [0 + w1 - mg? @) -

Traktujagc momenty zwykte przysztych (po czasie t) skumulowanych swiadczen

jako funkcje czasu t i uwzgledniajgc proces aktywizacji opcji, wyznaczono pierwszy

i drugi moment warunkowy. Na rysunku 4.8 przedstawiono pierwszy i drugi warunko-

wy moment zwykty przysztych przeptywoéw pienieznych zwigzanych z mozliwymi

stanami oznaczonymi H i S.

® )
my’ (t) my” (t)
0.1
0.09
0.08
0.07
t
5 10 15 20 B 10 15 20 t
@® )
my, (t) myy (6
0.06
0.05
0.04
0.03
t t

5

10 15 20 5 10 15 20

Rysunek 4.8. Pierwszy i drugi moment przyszlych skumulowanych §wiadczen w ubezpie-
czeniu z opcja NW_AI + NW_ADI jako funkcje czasu
Zrodto: opracowanie wiasne.
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4. Proces zagregowanej wyptaty

Aktywne opcje w przypadku ubezpieczenia zlozonego z opcja NW zmieniaja si¢
w okresie trwania ubezpieczenia i jesli uaktywnia si¢ opcja dodatkowa, wowczas zmie-
nia si¢ rzad uzyskanych wielkosci, ktore ubezpieczyciel powinien uwzglednia¢ w okre-
sie trwania ubezpieczenia. Majac obliczone warto$ci wybranych charakterystyk funk-
cyjnych procesu catkowitych skumulowanych $wiadczen, okreslono jego rozktad dla
n-letniego ubezpieczenia UZ z opcja NW. W przypadku tego ubezpieczenia zgodnie ze
wzorem (4.9) dystrybuanta catkowitych skumulowanych §wiadczen dana jest wzorem:

PY (0,u)

n S
= f sDE iy ar () Py (S: e%u — f e 8D AWy (T) — cyar (5)) ds
0 0
n S
+ f P papi (5) PUpy (5: e%u — f e 0D AWy () — Chap (5)> ds
0 0
n S
+ f P uyp (s) - Py <5' e%u — f e 5EDawy, (1) — cyp (5)> ds
0 0

+ pli [ f (AW, (2) < u].
0

Po uwzglednieniu strumieni ptatnosci zwigzanych z ubezpieczeniem UZ z opcja

NW (tabela 3.4), powyzszy wzor przyjmuje postac:
P (0,u) =

n
J D5 tapr () ]P’%,(s, e%su — Zc)ds +
0
n
f D uyp (s) P (s, e%u — ¢)ds + piH1[u = 0].
0

Prawdopodobiefistwa P, (s, e%u — 2¢), P (s, e%u — Bc) oraz
]P’Y)V(s, edSu — c) w tym przyktadzie sa odpowiednio rowne:

n
P (s, e%u—2c) =P <f e~ EDaw (1) < e%u - 2c|X(s) = ADI>,
S

n
Py (s.e®u—c)=Pp ( f e 0EDdW (1) < e%u — c|X(s) = D>.
S

W powyzszych wzorach moment S jest odpowiednio momentem zachorowania lub
$mierci ubezpieczonego. Moment ten jest zmienng losowa. Niech wigc T, oznacza przy-
szty czas zycia osoby w wieku X lat oraz T odpowiednio przyszly czas zycia w zdrowiu

osoby w wieku X lat. Wowczas dystrybuante te¢ wyznacza si¢ nastepujaco:
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Py (0,u) =

n n
f P s(s) P (f e 8EDaw (1) < e¥u — 2c|X(s) = AD1> ds
0 N

1

n n
+ f P2 uup(s) P <f e S dW (1) < ——u —c|X(s) = D) ds
0 s v(s)

+ piH1[u > 0]

=+P(0< STty — 2¢) +P(0 < eTru—c) + pif1[u = 0]

) *=5 gy

ty ty

1 4c 1 c
P TxH>—ln<7) +P|T >—ln(—) + o - 1u = 0]

=, piH 4+ pHH 4+ pHS + i - 1[u > 0].

Dystrybuanta catkowitych skumulowanych §wiadczen w ubezpieczeniu UZ z opcja
NW_AI+NW_ADI dana jest nastepujacym wzorem:

0 dla u<o
X dla 0<u<cedn
Fil o) =PY(0,u) =% ¢ dla ce ™ <u<2ce .
ltlpfc”’ +,pi" dla 2cem<u<c
1 dla u=c

Wykresy dystrybuant catkowitych skumulowanych $wiadczen ubezpieczenia
ztozonego UZ z opcja NW_AI + NW_ADI w roéznych wariantach jako funkcje wieku
ubezpieczonego oraz okresu ubezpieczenia przedstawiono na ponizszych rysunkach.
Odpowiednio na rysunku 4.9 przedstawiono rozktad dla 20-letniego ubezpieczenia
zawartego z X-latkiem, przyjmujac wiek x =30, 40, 50, 60, natomiast na rysunku 4.10
przedstawiono prezentacje graficzng dystrybuant skumulowanych swiadczen dla ubez-
pieczenia zawartego z mezczyzng w wieku 30 lat i r6znych okresow ubezpieczenia
n=20,30, 40, 50.
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x =30 X = 40
B J—/— !
. . /
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u u
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X =50 x =60
1 1
0.8 F 0.8
0.6 F 0.6
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u u
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Rysunek 4.9. Dystrybuanta calkowitych skumulowanych §wiadczen w ubezpieczeniu UZ
z opcja NW_AIL + NW_ADI w zaleznos$ci od wieku osoby ubezpieczanej x

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rysunek 4.10. Dystrybuanta calkowitych skumulowanych §wiadczen w ubezpieczeniu UZ
z opcja NW_AI + NW_ADI dla réznych wartosci n

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Na podstawie powyzszych wykresdw mozna zaobserwowac, ze wiek osoby ubez-
pieczanej wplywa na wzrost kurtozy, cho¢ sko$no$¢ rozktadu jest podobna (wiek ubez-
pieczonego nie wplywa znaczgco na asymetri¢ rozktadu). Powyzsze wykresy pokazujg
réwniez, ze wraz z wydluzajacym si¢ okresem ubezpieczenia rozktad skumulowanych
$wiadczen charakteryzuje si¢ coraz silniejszg asymetrig prawostronng, jak rowniez wzra-
sta kurtoza (wspotczynnik skupienia), co oznacza, ze rozktad catkowitych skumulowanych
$wiadczen charakteryzuje si¢ wigksza koncentracja wokot wartosci oczekiwanej.

Aby okresli¢ rozktad skumulowanych przysztych (po czasie t) $wiadczen, nalezy
dokona¢ wyceny strumieni finansowych w okresie trwania ubezpieczenia i uwzglednié
aktywng w danym momencie opcj¢ polisy. Wowczas rozktad ten dla dowolnego momen-
tu czasu t <nw zalezno$ci od aktywnej opcji jest odpowiednim rozktadem warunkowym:

n

lej(r),t(u) =P/ (t,u) =P U e 8w () <ul|X(t) =H
t J

lub

n -
FtoeW = PX{(t,w) = P U e EDaw (1) < u|X(0) = Al|.
t g

Dla dowolnego momentu trwania ubezpieczenia dystrybuanty te wyznaczamy
analogicznie jak w przypadku catkowitych skumulowanych §wiadczen. Mozna réwniez,
traktujac je jako funkcje dwoch parametréw t i u, znalez¢ ich posta¢, rozwigzujac uktad
rownan rozniczkowych (4.13). Rozwiazujac go, wyznacza si¢ funkcje pomocnicza PY,
gdzie i € {H, Al}, a nastgpnie na ich podstawie otrzymuje si¢ rozktad skumulowanych
przysztych §wiadczen P . Algorytm rozwigzywania rownaf typu PDE (partial diffe-
rential equation), a takim rownaniem jest otrzymane réwnanie rozniczkowe (4.13),
znalez¢ mozna w pracy Norberga (2005). Procedura numeryczna polega na aproksyma-
cji funkceji P (t,u) i P}V (t,u) za pomoca funkcji otrzymanej z rownania rekurencyj-

nego:
APY (t,u) =

Sw _
Py (6, W (Oh (4.14)

—Euij(t)ﬁ)}ﬂ/ (t,u + fte‘&de(T) — fte“s’dWi(T) — e‘&cij(t)> h.
0 0

J#L

Funkcje PY (t,u) sa okreslone dla t € {0, h, 2k, ...,n} i u € {a,a+h' a+2k,.., b}
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5. Kalkulacja skfadek netto

5.1. Zasada rGwnowaznosci a sprawiedliwa cena

Na podstawie wyceny strumieni finansowych ubezpieczyciel moze podejmowac
roézne decyzje ubezpieczeniowe, a podstawowa z nich dotyczy kalkulacji skladki ubez-
pieczeniowej, ktorej wysokos¢ zalezy od:

— sumy ubezpieczenia (SU) —kwoty okreslajacej maksymalne $wiadczenie, jakie

moze otrzymac ubezpieczony w razie zajscia zdarzenia objetego umowa,

okresu ubezpieczenia — okresu, na jaki zawarta zostata umowa ubezpieczenia,

przedmiotu ubezpieczenia objgtego ochrong ubezpieczeniowa,

stopy procentowe;.

Zatem z ta operacjg zwigzane jest ryzyko ubezpieczyciela, ktére moze wynikac
ze zlej oceny ryzyka zwigzanego z przedmiotem ubezpieczenia, jak rowniez z usta-
lenia niewtasciwej stopy sktadki. Nieprawidtowo skalkulowana sktadka jest dla ubez-
pieczyciela bardzo niekorzystnym zjawiskiem. Po pierwsze, zbyt wysoka skutkuje utra-
ta klientow i1 pozycji na rynku, natomiast zbyt niska nie zabezpiecza przysztych wyptat,
co prowadzi do problemow z ptynnoscia, a w konsekwencji do bankructwa ubezpieczy-
ciela. Dlatego tez podstawg prawidtowej kalkulacji sktadki ubezpieczeniowej jest prze-
strzeganie podstawowych zasad, do ktorych zalicza sig:

e zasade proporcjonalnosci skladek i §wiadczen, ktdra polega na utrzymaniu
réwnowagi miedzy wysokoscia sktadki a wysokos$cig oczekiwanego $wiadcze-
nia,

» zasade rownowaznoSci skladki i §wiadczen, ktora polega na kalkulowaniu
wysokosci sktadki na podstawie wielkosci ryzyka objetego umowa,

» zgodnie z zasada réwnowagi skladek i Swiadczen ubezpieczyciel ustala
sktadke na poziomie pozwalajacym na utworzenie odpowiedniego funduszu
ubezpieczeniowego, ktory wystarczy na wyptate wszystkich ewentualnych
odszkodowan i $wiadczen;

e zasade warto$ci oczekiwanej, zgodnie z ktorg ubezpieczyciel ustala sktadke

jako warto$¢ oczekiwana przysztych Swiadczen.
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Uogolniajac, czes¢ sktadki, ktora ma wystarczy¢ na pokrycie wyptaty odszkodo-
wan, to tzw. sktadka netto, ktora jest ceng za ryzyko, jakie przejat ubezpieczyciel, zada-
jac w zamian okre$lonego wynagrodzenia. Podstawa jej kalkulacji jest rownos¢ miedzy
zaktualizowanym strumieniem sktadek a przysztych swiadczen wynikajacych z zawar-
tej umowy ubezpieczenia i wowczas jest to sprawiedliwa cena za ryzyko. Ze wzgledu na
to, ze moment wyplaty nie jest znany, zaktualizowana wartos$¢ jest zmienng losowa,
a zatem sktadke netto ubezpieczyciel wyznacza na podstawie wartosci oczekiwane;j
zdyskontowanych przysztych przeptywow pienieznych, czyli ich wartosci aktuarialnych.
Zatem na podstawie wartosci aktuarialnej zgodnie z zasada rownowaznosci dokonuje
si¢ kalkulacji sktadki ubezpieczeniowej netto w nastgpujacy sposob (Bowers i in. 1997,
Rolski 1998):

E (zaktualizowana warto$¢ przysztych sktadek) =
= E(zaktualizowana warto$¢ przysztych $wiadczen).

Powyzsza reguta naliczania sktadki oparta jest na zasadzie czystego ryzyka i na-
zywana jest klasyczna zasadg rownowaznosci, zgodnie z ktdrg wartos$¢ aktuarialna skta-
dek i $wiadczen wynikajaca z zawartej umowy ubezpieczenia w calym okresie ubezpie-
czenia powinna si¢ bilansowaé. Poniewaz ubezpieczyciel dokonuje kalkulacji sktadki
w momencie zawierania umowy, czyli w chwili t,=0, oceniajac strumienie platnosci
w momencie poczatkowym t,, caty okres od tego momentu do konca okresu ubezpiecze-
nia oznaczonego przez n traktujemy jako przysztos$¢, co oznacza, ze sktadki skalkulowa-
ne sa na podstawie catkowitych skumulowanych $wiadczen wynikajacych z zawartej
umowy ubezpieczenia. Z drugiej strony w przypadku ubezpieczen na zycie ubezpieczyciel
dokonuje kalkulacji, uwzgledniajac ryzyko $mierci i zmiane wartosci pieniadza w czasie,
czyli tzw. ryzyko aktuarialne. Tym samym oznacza to, ze nalezy uwzgledni¢ filtracje

generowang przez portfel ubezpieczeniowy oparta na procesie umieralnosci:

Fr=0((T>1),0<t<n),
a sktadke netto nalezy ustali¢ jako warunkowa wartos¢ oczekiwang rzeczywistego, lo-

sowego kosztu ubezpieczenia, spetniajacg rownanie:
n
E[PV"(0,n)|F,| =E U e~ TdW () |a(I(T > t))| = 0. (5.1)
0

Sprawiedliwa wycena zobowiazan ubezpieczeniowych, ktora taczy podejécie
zgodne z rynkiem i wycen aktuarialnych w kontekscie ubezpieczen zdrowotnych, LTC,
rentowych, odpowiedzialnosci cywilnej itp., jest rowniez badana w pierwszych pracach
Norberga (1993) i Harrisona (1997) z lat 90. Rozwazania tego typu kontynuowane sa
w pdzniejszych pracach: Bacinello (2003), Dahl, Moller (2006), Steffensen (2006), Pels-
ser (2010), Mohr (2007, 2011), AIA (2014), Pelsser i Stadje (2014), Buchardt i Moller (2013,
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2015), Pelsser i Ghalehjooghi (2016), Dhaene i in. (2017), Engsner i in. (2018), Delong
iin. (2019a, 2019b) oraz Barigou i in. (2019).

Istotg dziatania firm ubezpieczeniowych w tego typu kalkulacjach jest ,,dzielenie si¢
ryzykiem”, czyli pokrywanie wspolnie, przez wielu ubezpieczajacych, indywidualnej stra-
ty. Poprzez grupowanie polis konstruowane sg portfele w taki sposob, aby zakumulowana
warto$¢ zebranych sktadek wystarczyta na pokrycie rzeczywistej sumy wyptat w danym
portfelu. Idea ta ma odzwierciedlenie w metodologii, gdyz zasadne jest wowczas (z uwagi
na wystarczajaca ilo§¢ danych) stosowanie zasad statystyki i oszacowanie prawdopodobien-
stwa wystapienia zdarzenia losowego z wykorzystaniem tablic trwania zycia TTZ. Uwzgled-
niajgc wiec oszacowany rozktad ryzyka zwigzanego z przedmiotem ubezpieczenia opisa-

nego funkejg fr. (t), skladka netto wyznaczana jest z zasady rownowaznosci:
n
E ( j e 80 fo(T)dW(T)> = 0. (5.2)
0

Tak ustalona wysokos¢ sktadki netto stanowi udziat osoby ubezpieczajacej w po-
kryciu szkod, a jej wysokos$¢ jest ustalana na podstawie przeprowadzonej oceny ryzyka
(przewidywanej liczby oraz wysokosci szkdd losowych). Nalezy podkreslic, ze ubezpie-
czenie przez taczenie ryzyka jest mozliwe tylko w sytuacji, gdy sg one od siebie nieza-
lezne, bowiem proces ten (szacowania wartosci przysztych wyptat i na tej podstawie
kalkulacji sktadki) zaktoca tzw. hazard moralny.

Kwota pieni¢zna, ktorg rzeczywiscie ubezpieczony jest zobowigzany zaplacic¢
ubezpieczycielowi za udzielong mu ochrong w ciggu catego okresu ubezpieczenia, to
tzw. skladka ubezpieczeniowa brutto sktadajaca si¢ z dwoch czesci: skladki netto
i narzutu, w sktad ktorego zgodnie z ustawg (Rozporzadzenie 2016) wchodza przeliczo-
ne na konkretnego ubezpieczajacego si¢ koszty dziatalnoséci ubezpieczyciela, np. admi-
nistracyjne, akwizycyjne, prewencyjne, losowe i inne. Tak ustalona sktadka powinna
zapewni¢ §rodki gwarantujace wyplate odszkodowan, tworzenie rezerw techniczno-
-ubezpieczeniowych oraz pokrycie kosztow zwigzanych z prowadzeniem dziatalno$ci

ubezpieczeniowe;.

5.2. Opcje a wysokos¢ jednorazowej i okresowej skiadki netto

Zgodnie z zasadami matematyki aktuarialnej sktadke netto, czyli cen¢ ubezpie-
czenia wyznacza si¢, uwzgledniajac ryzyko zwiazane z danym typem ubezpieczenia.
W przeciwienstwie do klasycznych ubezpieczen w ubezpieczeniach na zycie z opcjami
dodatkowymi, dokonujac wyceny, nalezy uwzgledni¢ nie tylko losowy moment wyptaty

czy wplyw stopy procentowej, ale przede wszystkim proces aktywizacji opcji w okresie
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trwania ubezpieczenia, ktory w sposob istotny determinuje przeplywy pienigzne. Zatem
w kalkulacjach sktadki netto ubezpieczen z opcjami dodatkowymi nalezy uwzglednic¢
rozszerzone ryzyko aktuarialne wynikajace z przedmiotu ubezpieczenia, czyli uwzgled-
nienie opcji 1 ich wptyw na wysoko$¢ sktadki. Oznacza to koniecznos¢ modyfikacji kla-
sycznej zasady rownowaznosci, tak aby na jej podstawie prawidtowo wyznaczy¢ sktadke
ubezpieczeniowg z uwzglednieniem zaréwno ryzyka wynikajacego z zawartej umowy

podstawowej, umow dodatkowych, jak tez ryzyka finansowego z nim zwigzanego:

E[PVY(0,n)|L; AG: ANFH] =
. (5.3
E|Pv* (0,mlo (1(T{ > ) AX(0) = H] = 0.

Przyjmujac zatem, ze proces aktywizacji opcji ubezpieczeniowych {X ()} jest
procesem Markowa, i uwzgledniajgc wszystkie rodzaje strumieni ptatnosci (sktadki,
renty i jednorazowe $wiadczenia), jakie moga wystapi¢ w ubezpieczeniu z opcjami,
zasada rownowaznosci z uwzglednieniem procesu skumulowanych swiadczen (4.2) dla
ubezpieczen z opcjami dodatkowymi przyjmuje nastgpujaca postac:

E [PV"(O,n)|a (H(Txi > 0)) AX(0) = H]
54
= E [PV§(0,n) + PV (0,n) + PVE|o (1(TE > 0)) AX(0) = H].

Sktadka netto wyznaczona wg powyzszej zasady nazywana jest ceng sprawiedliwg
1 wyznacza si¢ ja na podstawie wartosci aktuarialnych, uwzgledniajgc ustalong stope wol-
ng od ryzyka oraz ryzyko $miertelnosci i zajscia réznych zdarzen objetych ochrong ubez-
pieczeniowa. Ze wzgledu na czestotliwos¢ placenia sktadki ubezpieczeniowe dzieli si¢ na:
» jednorazowa sktadke netto (JSN) statej wysokos$ci ptacong z gory za caly okres
ubezpieczenia, czyli w momencie zawarcia umowy ubezpieczenia (H}lse,s ),
« sktadke okresows (0znaczong }*t) optacang przez caty okres ubezpieczenia.
W przypadku sktadki jednorazowej jest ona ptacona z gory za caty okres ubez-
pieczenia. Niezaleznie od typu ubezpieczenia jednorazowa sktadka netto jest takg wiel-
koscig funduszu, ktorg ubezpieczony powinien zaptaci¢ w chwili zawierania umowy,
aby ubezpieczyciel dysponowal wystarczajacymi §rodkami na pokrycie wyptaty wszyst-
kich swiadczen w trakcie trwania umowy. Ubezpieczony optaca sktadki, gdy jest zdrowy,
a to odpowiada sytuacji, gdy aktywna jest opcja H ubezpieczenia, w tym przypadku
zaktualizowana warto$¢ dochodow z tytutu sktadek rowna jest jednej sktadce i zgodnie

Z powyzszym wzorem jest ona rowna:
net _ net
sy = Iy

—F (PVR(O, n) + PV2(0,n) + PVC|a (H(Txi > 0)) AX(0) = H). )
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Podstawiajac do réwnania (5.5) wartosci aktuarialne dane wzorami (3.10)-(3.13),
otrzymuje si¢ jednorazowa sktadke netto (JSN) dla polisy ubezpieczenia na zycie z opcja-

mi dodatkowymi postaci:

net _
HJSN =
n . n ,
-6 Hj -6 Hj
ZZJ e %k (1) oy Wk (x + T)dr +2j e %" :py dR; (1)
jes k=j 0 s
Swiadczenie z tytutu zajscia zdarzenia losowego renta (5.6)
n .
-6 Hj
+ ZJ e " oy dD;(7)
jes 70

Swiadczenie z tytutu dozycia

Trzy sktadniki tej sumy majg nastepujaca interpretacje:
— jest to cze$¢ sktadki przeznaczona na wyplate renty w razie utraty zdrowia lub
zdolnosci do pracy wskutek zajscia zdarzenia przewidzianego w umowie,
— oznacza czg$¢ sktadki przeznaczong na wyptate jednorazowego §wiadczenia
z tytutu dozycia wieku n,
— oznacza cz¢s$¢ sktadki przeznaczong na wyptlate jednorazowego §wiadczenia
z tytutu zajscia zdarzenia losowego objetego umowa ubezpieczeniowsq.
Sktadka netto przeznaczona jest na pokrycie aktualnych i przysztych swiadczen.
Jest wiec suma czesci sktadki przeznaczonych na pokrycie ryzyka zwigzanego z objgciem
umowa ubezpieczenia wielorakich przypadkéw zyciowych. Dwa podstawowe przypad-
ki zyciowe, zycie i $mier¢, objete sg ubezpieczeniem podstawowym, natomiast przypad-
ki zyciowe wyodrgbnione w ramach pierwszego z nich objete sa umowami dodatkowy-
mi, stanowigcymi opcje dodatkowe do ubezpieczenia podstawowego. Dokonujac prostych
przeksztatcen wzoru (5.6), otrzymuje si¢ jednorazowg sktadke netto w ubezpieczeniu
z opcjami dodatkowymi jako sum¢ dwoch wielko$ci obejmujacych $§wiadczenia z umo-
wy podstawowej UZ+UD i opcji dodatkowych:

t _
H}lls'eN —

n n
> [ ep@ wlupta + D+ Y. [ et plian, o
oo jes 70
UZ UD
umowa podstawowa 5.7)

n n
+ Zf e ot Tp)I;I]de(T) + Z Z f e_&cjk(T) rP;I;U Wix(x + 7)dr
jes "0 jes k#jnkzD "0

renta Swiadczenie z tytutu zajscia zdarzenia losowego
wynikajacego z opcji dodatkowych

opcje dodatkowe

97



Analiza aktuarialna a rozszerzone ryzyko w ubezpieczeniach na zycie

JSN jest wigc suma cze$ci sktadki pokrywajacej ryzyko wynikajace z umowy podsta-
wowej: $mier¢ lub dozycie konca okresu z zdrowiu lub chorobie (klasyczne ubezpiecze-
nie nie rozrdznia tych przypadkow) oraz czgsci przeznaczonej na pokrycie ryzyka zwig-
zanego z umowami dodatkowymi. Tym samym przedstawiony wzor jest uogélnieniem
wzoru na jednorazowa sktadke netto w klasycznych ubezpieczeniach zyciowych, ktore
znalez¢ mozemy w literaturze (Gerber 1995, Ostasiewicz 2004), oraz wielorakich (Ha-
berman, Pitacco 1999, Wolthuis 2003), w ktérych nie uwzgledniano wszystkich strumie-
ni platnosci.

Ubezpieczony moze optacaé sktadki nie tylko w formie jednorazowej, ale rowniez
przez dowolny okres ubezpieczenia. Najczgsciej stosowang formg ptacenia za ubezpie-
czenie jest sktadka okresowa. Ptatnosci dokonywane sa w rownych odstgpach czasu przez
ustalony okres trwania ubezpieczenia lub do konca okresu ubezpieczenia. Jako zasadg
przyjmuje sie, ze sktadka ptacona jest z gory raz w roku, cho¢ towarzystwa ubezpiecze-
niowe dopuszczaja sktadki w formie potrocznej, kwartalnej lub miesigcznej. Wowczas
sktadka okreslona jest ogdlnym wzorem:

Jne_& D dlly(T) =
0 (5.8)
E(PVR(0,n) + PVP(0,n) + PV¢|a(1(T > 0)) AX(0) = H).

Podstawiajac do powyzszego wzoru wartosci zaktualizowane swiadczen wynika-

jacych z ochrony ubezpieczenia z opcjami dodatkowymi, otrzymuje sig:

n
f 5%l (1)dr =

ZZJ 5% (T) Dy u]k(x+r)dr+2f ot i (R, (o) + 0,(0). (5.9)

JES k#j JjES
Swiadczenie z tytutu zajscia zdarzenia losowego Swiadczenia zwigzane z aktywna opcja
Przyjmujac, ze skladki ptacone sg ze stalg intensywnoscia, tzn. Tl** = "¢, jej wyso-

kos$¢ oblicza si¢ wedtug nastepujacego wzoru:

t
T[ne —

Sjes Jy €70 py dR;(7) | Zies [ e i aD; (o)
fne‘& pHHdT f e~0t _pHHqt (5.10)

Z]ESZk:&]f e C]k(T) ‘L'px P—]k(x + T)dT
f e 07 TPHHdT
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Natomiast jesli sktadka statej wysokosci, jak rowniez renty wyptacane sg zgodnie
z umowa w ustalonych odstepach czasu, wowczas wzor (5.9) przyjmuje postaé:

T[net -

Yies fy e~ pi (D) dr] , Zies Jo e~ ol d;(v)de
Jy e85 ;pHH|dt]| Jy €57 ptH | dt] (5.11)

N Yjes Dk#j fon e % (1) -y Wi (x + 1)dt
Jy €87 ;pliH|dt] '

Uwzgledniajac platnosci z gory lub z dotu, mamy do czynienia z sumami Stieltje-
sa 1 wzor na sktadke ma réwnowazng postac:

n.glet —

Y jes Xver e S(+D) v+1p91;117:i(v +1) + Y jes Xver e~%v vp;”d]-(v)
Yvere % ,piH Y,ere pHH (.12)
n Yjes Liexj fon e_&cjk(T) rpfj Wi (x + 7)dr

- HH
Zveﬂ"e Sv vPx

Niezaleznie od rodzaju i sposobu ptatnosci w powyzszych wzorach interpretacja
poszczegdlnych sktadnikow sumy jest nastepujaca:

— skladka przeznaczona na wyptate renty w razie utraty zdrowia lub zdolnosci

do pracy wskutek zaj$cia zdarzenia przewidzianego w umowie,

— sktadka przeznaczona na wyptate jednorazowego $wiadczenia z tytutu dozycia

ustalonego wieku v,

— sktadka przeznaczona na wyptate jednorazowego odszkodowania z tytutu zaj-

$cia w zyciu ubezpieczonego zdarzenia objetego umowa.

Analogicznie jak w przypadku jednorazowej sktadki netto rowniez w tym przy-
padku, dokonujac odpowiednich przeksztatcen sktadke netto, mozna przedstawic jako
sumeg sktadki podstawowej oraz sktadki dodatkowej przeznaczonej na pokrycie §wiadczen
dodatkowych.

5.3. Sktadki netto w wybranych ubezpieczeniach z opcjami

Kontynuujac przyklady: tradycyjnego ubezpieczenia (UZ/UD) oraz ubezpieczenia
ztozonego z opcjami dodatkowymi NW_AI + NW_ADI, w kolejnym etapie analizy
wyznaczono dla nich sktadke netto. Do wyznaczenia sktadki jako odpowiedniej warun-

kowej wartos$ci oczekiwanej konieczna jest znajomos¢ procesu aktywizacji opcji
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omoéwionego w (2.4) oraz specyfika strumieni finansowych (3.4) oraz (4.4). Na tej pod-
stawie jednorazowg sktadke netto w tradycyjnym ubezpieczeniu na zycie (UZ), dozycie
(UD) oraz zycie i dozycie (UZD) obliczmy wedtug ogélnego wzoru (5.7), ktéry w przy-
padku tych ubezpieczen przyjmuje nastepujaca postac:

n _ -5
Mgy = cfo e OTpHH y(x + 1)d7r + de ™8™ pHH.

Pierwszy sktadnik sumy oznacza sktadke wptacong przez ubezpieczonego z ty-
tutu zawarcia umowy UZ, natomiast drugi sktadnik sumy jest to sktadka ptacona z ty-
tutu zawarcia umowy na dozycie UD.

Sktadke ptatng z pewng statg intensywnoscig wyznaczamy ze wzoru (5.10). Przy
uwzglednieniu strumieni ptatnosci charakterystycznych dla ubezpieczen na zycie i do-

zycie przyjmuje ona postac:

c fn e OIpHH y(x + 1)d7r + de~%™ pHH

net 0
n
) HH
J, e~ pitdr

T =

Przedstawione wzory sa podstawa dalszych obliczen numerycznych. Algorytmy
obliczen wysokos$ci jednorazowej oraz platnej z pewna stalg intensywnos$ciag sktadki
netto opracowano, wykorzystujac program Mathematica. Na wysokos$¢ sktadki netto
wpltyw ma wiek ubezpieczonego oznaczony X oraz okres ubezpieczenia N, tak wigc
mozna ja traktowa¢ jako funkcje dwoch parametrow. Wykres tych funkceji przedstawio-
no na ponizszych rysunkach.

Rysunek 5.1. Jednorazowa skladka netto i netto stalej wysokoS$ci platna przez caly okres
ubezpieczenia jako funkcja X, n w ubezpieczeniach UZ
Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Rysunek 5.2. Jednorazowa skladka netto i netto stalej wysokosci platna przez caly okres
ubezpieczenia jako funkcja X, n w ubezpieczeniach UD

Zrodto: obliczenia whasne.

W przypadku ubezpieczenia na zycie UZ zaréwno jednorazowa sktadka netto,
czyli warto$¢ oczekiwana catkowitych swiadczen wyptacanych przez ubezpieczyciela,
jak i sktadka netto statej wysokosci ptatna przez caty okres ubezpieczenia sa rosnaca
funkcjg okresu trwania ubezpieczenia n dla kazdego wieku wstepu. Jako funkcje wieku
osoby ubezpieczanej, dla dtugich (czasowo) kontraktéw ubezpieczeniowych, sa funkcja-
mi rosngcymi, natomiast dla matych wartosci n jest to funkcja prawie stata. Z kolei
w przypadku ubezpieczenia na dozycie UD jednorazowa sktadka netto i sktadka netto
statej wysokosci sg malejacymi funkcjami okresu trwania ubezpieczenia n dla kazdego
wieku wstepu i jest to zwigzane z malejacym prawdopodobienstwem, ze wyptata §wiad-
czenia nastgpi. Natomiast jako funkcja wieku osoby ubezpieczanej sktadka ta dla dowol-
nych wartosci n wydaje si¢ by¢ funkcja prawie stata. Zatem zaréwno jednorazowa, jak
i okresowa sktadka to funkcje o takich samych wlasno$ciach, a réznica wynika tylko
z rzgdu wielkosci.

W dalszej czesci zbadano szczegdtowo wpltyw wieku osoby ubezpieczanej na
wysoko$¢ sktadki netto w ubezpieczeniach UZ/UD, co stanowi u ubezpieczycieli pod-
stawe tzw. tablic skladek. W przyktadzie przyjeto funkcje intensywnos$ci dang wzorem
(2.22), techniczng stope oprocentowania rowng 5% oraz okres ubezpieczenia 20 lat.
W tabeli 5.1 przedstawione zostaty obliczone na podstawie opracowanych algorytmow
wartosci sktadki netto w ubezpieczeniach UZ, UD oraz UZD dla sumy ubezpieczenia
rownej 1 j.p.
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Tabela 5.1. Wysoko$¢ jednorazowej skladki netto w 20-letnim ubezpieczeniu UZ, UD i UZD

UZ UD

X H]’fc% et l-[]r;% et

20 0,00811954 0,000638755 0,371685 0,02924
25 0,0111181 0,000875808 0,369506 0,0291071
30 0,0170559 0,00134709 0,365197 0,0288436
35 0,028726 0,0022807 0,35675 0,0283242
40 0,0513228 0,00411713 0,340474 0,0273129
45 0,0938061 0,00767911 0,310186 0,0253923
50 0,169204 0,0144017 0,257566 0,0219226
55 0,289062 0,0264509 0,177748 0,02924
60 0,445232 0,0462222 0,0848003 0,0291071

Zrodto: obliczenia whasne.

Wysokos¢ sktadki netto w zalezno$ci od wieku wstepu osoby ubezpieczanej w ter-

minowych (dwudziestoletnich) ubezpieczeniach zyciowych UZ/UD przedstawiono na

net

rysunku 5.3 (cienka linia to 7"¢*, gruba — I TSN )-

uz

ub

30

30

40

50 60

Rysunek 5.3. Wielko$¢ skladki netto dla 20-letnich ubezpieczen UZ i UD w zaleznos$ci od

wieku wstepu ubezpieczonego X

Zrodto: opracowanie wilasne.

Zauwazy¢ mozna, ze w ubezpieczeniach UZ zaréwno wysokoéé jednorazowe;

sktadki netto, jak tez sktadki o stalej wysokosci ptatnej przez caty okres ubezpieczenia

wzrasta wraz z wiekiem osoby ubezpieczonej, natomiast w przypadku ubezpieczenia

UD wysokos¢ sktadki netto maleje wraz z wiekiem ubezpieczonej osoby. Wynika to

z faktu, ze prawdopodobienstwo zgonu ro$nie wraz z wiekiem, a wigc ubezpieczenie UZ

staje si¢ wraz z wiekiem ubezpieczonego drozsze. Prawdopodobienstwo dozycia
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okreslonego wieku maleje wraz z wiekiem ubezpieczonego, a wigc ubezpieczenie UD
staje si¢ tansze.

Natomiast rozwazajgc ztozong umowe ubezpieczenia na zycie z omawiang opcja
wynikajacg z zajscia nieszezgsliwego wypadku: NW_AIl+ NW_ADI, postepujemy ana-
logicznie. Nalezy jednak uwzgledni¢ wszystkie strumienie finansowe zwiazane z tego
typu umowa oraz proces aktywizacji opcji. W takim przypadku wzor ogoélny (5.7) po-
zwalajacy wyznaczy¢ wysoko$¢ jednorazowej sktadki netto przyjmuje nastepujaca postac:

t
sy =

n
cf e 9 pHHu(x + 1)dt + de %" piH
0

A

n
+f e~ pHAly(x + 1)dT + de " plAl
0

B
n

n
+ rf e=07 pHAldT + (2 + ﬁ)Cf e % pHig(x + 1)dr ,
0 0

c
gdzie

A — jest to czes¢ sktadki przeznaczona na §wiadczenia wyptacane z tytutu umowy
podstawowej na zycie lub dozycie (w zdrowiu),

B — jest to czes¢ sktadki przeznaczona na $wiadczenia wyplacane z tytutu umowy na
zycie 1 dozycie (w chorobie),

C — jest to czgs¢ sktadki przeznaczona na $§wiadczenia wyptacane z tytutu umowy
dodatkowej (C, — renta inwalidzka i C, — jednorazowa wyptata jako ustalony %
sumy ubezpieczenia wyptacony z tytutu trwalego inwalidztwa opcja NW_AlI lub
dwukrotna suma ubezpieczenia wyptacona z tytutu inwalidztwa opcja NW_ADI).
Podstawiajac odpowiednie prawdopodobienstwa przejscia i intensywnosci przej-

$Scia, otrzymuje si¢ wzory bedace podstawg dalszych obliczen numerycznych.
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Rysunek 5.4. Jednorazowa skladka netto jako funkcja X, n w ubezpieczeniach UZ i UD
zopcja NW_AI+NW_ADI

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Podobnie jak w przyktadzie poprzednim, traktujac sktadke netto jako funkcje
wieku osoby ubezpieczanej, trudno okresli¢ jej wtasnosci i ustali¢ zalezno$¢. Dlatego tez
w dalszej czesci zbadano wptyw wieku osoby ubezpieczanej na wysokos¢ sktadki netto
w ubezpieczeniach UZ/UD z opcja dodatkowa NW_AI + NW_ADI, ustalajac okres
ubezpieczenia roéwny 20 lat.

Przyjeto wigc funkcje intensywnos$ci dang wzorem (2.29), techniczng stop¢ opro-
centowania rowng 5% oraz sume ubezpieczenia rowna 1 j.p. W tabelach 5.2 1 5.3 przed-
stawione zostaty wysokosci jednorazowej sktadki netto l'[}‘se,\t, odpowiednio dla umowy
ubezpieczenia na zycie (UZ) oraz na dozycie (UD) z opcja NW_AI + ADI wraz ze
wszystkimi sktadowymi.

Tabela 5.2. Wysokos$¢ JSN i jej podzial dla 20-letniego UZ z opcja NW_AI + ADI

X A B C, G, sy

20 0.0728347 0.000356559 0.0153208 0.000554331 0.0890663
30 0.0886363 0.000859061 0.0314536 0.00099884 0.121948
40 0.123136 0.00367648 0.0907084 0.0026505 0.220171
50 0.186132 0.0207862 0.275445 0.00801686 0.49038
60 0.253304 0.102191 0.641234 0.0200709 1.0168

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Tabela 5.3. Wysoko$¢ JSN i jej podzial dla 20-letniego UD z opcja NW_AI + ADI

X A B C, C, g

20 0.328431 0.00459924 0.0153208 0.000554331 0.348905
30 0.312167 0.0099944 0.0314536 0.00099884 0.354614
40 0.268769 0.0287459 0.0907084 0.0026505 0.390873
50 0.167983 0.0778221 0.275445 0.00801686 0.529267
60 0.0349839 0.1205 0.641234 0.0200709 0.816788

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Natomiast wysokos$¢ stalej sktadki okresowej ptatnej przez ubezpieczonego przez
caty okres ubezpieczenia lub do momentu §mierci zgodnie z ogélnym wzorem w rozpa-

trywanym ubezpieczeniu z opcjg NW okreslona jest nastgpujaco:

et =

[ e ( pEule + 1) + pEv(x +1)dr
c

n pa—
Jy €75 plitdr

de=n (" + i)

n p—
Jy €79 plitdr

b e 0T pHAldT 4 (2 + B)c fone‘& P (x + 1)dT

0
+ n
Jy e7%% piifdr

Wyniki kalkulacji sktadki ptatnej ze stalg intensywnoscig przez caty okres ubez-
pieczenia ©¢" dla ubezpieczenia UZ oraz UD z opcja dodatkows przedstawiono w po-
nizszych tabelach 5.4 1 5.5.

Tabela 5.4. Wysoko$é skladki netto o stalej wysokosci i jej podzial dla 30-letniego UZ z opcja
NW_AI + ADI

X A B C, C, et

20 0.00601213 0.0000294321 0.00126465 0.0000457572 0.00735197
30 0.00741183 0.0000718353 0.00263018 0.0000835238 0.0101974
40 0.010676 0.000318753 0.0078645 0.000229801 0.019089
50 0.017871 0.00199574 0.0264463 0.000769721 0.0470828
60 0.0316004 0.0127486 0.0799957 0.0025039 0.126849

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Tabela 5.5. Wysokos$¢ skladki netto o stalej wysokosci i jej podzial dla 20-letniego UD z opcja

NW_AI + ADI
X A B c, c, et
20 | 0.0271103 0.000379644 0.00126465 0.0000457572 | 0.0288004
30 0.0261037 0.000835739 0.00263018 0.0000835238 0.0296531
40 | 0.0233025 0.00249229 0.0078645 0.000229801 0.0338891
50 | 0.0161285 0.00747192 0.0264463 0.000769721 0.0508164
60 | 0.00436433 0.0150327 0.0799957 0.0025039 0.101897

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Zaleznos¢ wysokosci sktadki od wieku wstepu ubezpieczonego w ubezpieczeniu

UZ/UD z wykupiong opcja NW_AI + ADI przedstawiono réwniez na rysunku 5.5.

uz ub
0.8 F
0.6 F
0.4 f
0.2 F
30 40 50 60 30 40 50 60

Rysunek 5.5. Wysokos$¢ jednorazowej skladki netto i platnej stalej wysokosci dla 20-letnie-
go zlozonego ubezpieczenia (UZ, UD) z opcja NW_AI + NW_ADI

Zrodto: opracowanie wilasne.

uz

20 25 30 35

40 45 50 55

ub
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0.03970;
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Rysunek 5.6. Struktura skladki netto stalej wysokos$ci dla 20-letniego zlozonego ubezpie-
czenia (UZ, UD) z opcja NW_AI+NW_ADI

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Analizujac przedstawione tabele sktadek i ich graficzng prezentacje, mozemy
zauwazy¢, ze w przypadku ubezpieczen z opcjami we wszystkich typach ubezpieczen
wysokosc¢ sktadek ro$nie wraz z wiekiem ubezpieczonego, co jest odmienne w stosunku
do zaleznos$ci obserwowanych dla ubezpieczen tradycyjnych. Poréwnujac z ubezpiecze-
niami tradycyjnymi, obserwujemy roéznic¢ w przypadku ubezpieczenia na dozycie UD.
Dlatego tez interesujace jest zbadanie udziatu poszczegolnych czesci sktadki zwiagzanych
z ré6znymi przypadkami zyciowymi objetymi ubezpieczeniem w sktadce catkowite;.
Wykazano, ze sktadka netto jest suma cze¢$ci pokrywajacej ryzyko wynikajace zumowy
podstawowej (Smieré¢, dozycie konca okresu) oraz czesci przeznaczonych na pokrycie
ryzyka zwigzanego z r6znymi umowami dodatkowymi. Na podstawie przedstawionych
obliczen i rysunkéw mozna stwierdzi¢, ze struktura zarowno jednorazowe;j, jak i okre-
sowej sktadki netto zmienia si¢ w zalezno$ci od wieku wstepu ubezpieczonego. Rozpa-
trujac osoby mtode w wieku do 35 lat, zasadnicza cze$¢ sktadki netto w przypadku umow
podstawowych wszystkich typéw ubezpieczen (UZ, UD) stanowi cze$¢ przeznaczona
na pokrycie ryzyka wynikajacego z umowy podstawowej, czyli ryzyko $mierci lub do-
zycia konca okresu ubezpieczenia. Wraz z wiekiem cze$¢ sktadki przeznaczona na po-
krycie ryzyka wynikajacego z opcji dodatkowych wzrasta niezaleznie od typu umowy

podstawowej, co zilustrowano w tabeli 5.6.

Tabela 5.6. Struktura dla 20-letniego ubezpieczenia UZ/UD z opcja NW_AI + ADI

UZ uD

X A B c, c, A B o) c,

20 | 81,78% 0,40% 17,20% 0,62% 94,13% 1,32% 4,39% 0,16%

25 | 78,25% 0,51% 20,55% 0,70% 92,03% 1,84% 5,93% 0,20%

30 | 72,68% 0,70% 25,79% 0,82% 88,03% 2,82% 8,87% 0,28%

35 | 65,02% 1,06% 32,93% 0,99% 80,79% 4,56% 14,22% 0,43%

40 | 55,93% 1,67% 41,20% 1,20% 68,76% 7,35% 23,21% 0,68%

45 | 46,56% 2,67% 49,35% 1,43% 51,54% 11,08% 36,33% 1,05%

50 | 37,96% 4,24% 56,17% 1,63% 31,74% 14,70% 52,04% 1,51%

55 | 30,70% 6,63% 60,85% 1,82% 14,64% 16,40% 66,95% 2,00%

60 | 2491% 10,05% 63,06% 1,97% 4,28% 14,75% 78,51% 2,46%

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Powyzsze wyniki potwierdzaja, ze trzon sktadki w ubezpieczeniu ztozonym u os6b
w wieku odpowiednio do 40 lat w przypadku UZ i 45 lat dla UD stanowi sktadka na
ryzyko wynikajace z umowy podstawowej. Moze to uzasadnia¢ fakt, ze firmy ubezpie-
czeniowe najczesciej oferuja mozliwos¢ ochrony zdrowia tylko jako dodatek do
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ubezpieczenia podstawowego. Natomiast w przypadku o0sob starszych z punktu widzenia
ubezpieczyciela ryzyko zwigzane z wyplata dodatkowych §wiadczen jest tak duze, ze
ubezpieczenie staje si¢ zbyt drogie i dlatego tez firmy nie umozliwiajg osobom w wieku
powyzej 60 lat wykupywania opcji dodatkowych. W przedstawionych wynikach nie
znajduje natomiast uzasadnienia uzaleznianie przez firmy ubezpieczeniowe wysokosci
sktadki od umowy dodatkowej wylacznie od sumy ubezpieczenia, poniewaz struktura
sktadki zalezy, tak jak jej wysoko$¢, przede wszystkim od wieku ubezpieczonego. Na
podstawie uzyskanych wynikow mozna stwierdzi¢, ze w przypadku umow ubezpiecze-
nia zawieranych z osobami w wieku powyzej 45 lat cze$¢ sktadki za ubezpieczenie do-
datkowe stanowi az od 40% do 96% sktadki catkowitej w zalezno$ci od przyjetego
wariantu umowy podstawowej, podczas gdy w przypadku, gdy umowa zawarta jest
z osoba w wieku do 45 lat, udziat ten wynosi od 5% do 40%. Przy obliczaniu wysokosci
sktadki za ubezpieczenie dodatkowe konieczne jest tez uwzglgdnianie wieku osoby

ubezpieczane;j.
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6.1. Rezerwy matematyczne skladek i kapitat podwyzszonego
ryzyka

Dziatalno$¢ ubezpieczeniowa ze wzgledu na swoje spoleczne i gospodarcze zna-
czenie poddana jest szczegdlnemu nadzorowi i w zwigzku z tym na firmy ubezpiecze-
niowe natozone jest wiele wymogow, ktdrych celem jest zapewnienie ich wyptacalnosci
i zagwarantowania bezpieczenstwa ubezpieczonych. Kluczowy aspekt ram regulacyjnych
w tym zakresie dotyczy koniecznosci ustalenia tzw. kapitatu podwyzszonego ryzyka,
ktory ma wystarczy¢ na pokrycie rzeczywistego ryzyka ubezpieczeniowego objetego
ochrong. W tym celu ubezpieczyciel, chcac zabezpieczy¢ si¢ przed nieprzewidzianymi
stratami, na podstawie wyceny przeptywow pienig¢znych powinien tworzy¢ tzw. fundusz
rezerwowy, ktdry powinien zrownowazy¢ ponoszone przez niego ryzyko. Zgodnie z usta-
wa (Ustawa 2003, 2015) firma ubezpieczeniowa musi dysponowa¢ m.in. odpowiednig
wysokos$cia rezerw zwigzanych ze sktadka ubezpieczeniowsa, ktore stanowia odlozong
ze skladek sume na pokrycie przysztych zobowigzan.

W zwiazku z tym tworzenie rezerw jest nie tylko elementem kalkulacji sktadek
ubezpieczeniowych, lecz takze istotnym czynnikiem w procesie uzgadniania warunkéw
kontraktu ubezpieczeniowego, ktory umozliwia okreslenie zakresu zyskow, ktore musza
by¢ wzigte pod uwage przy konstrukcji ubezpieczenia. Ustawa (Ustawa 2003, 2015)
naklada na ubezpieczyciela obowigzek obliczania rezerw w okreslonych momentach
trwania umowy. Przy wycenie strumieni ptatnosci w momencie t caty okres od tego
momentu do konca okresu ubezpieczenia oznaczonego przez n traktujemy jako przysztosé.
Istnieja dwie metody obliczania rezerwy matematycznej sktadek (Haberman, Pitacco
1999):

— metoda prospektywna,

— metoda retrospektywna.

Metody obliczania rezerw matematycznych w przypadku tradycyjnych ubezpieczen

mozna znalez¢ w literaturze aktuarialnej (Haberman, Pitacco 1999, Dickson 2006,
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Christiansen i in. 2014, Homa 2014), wedtug ktorej rezerwe oblicza si¢ na podstawie
przysztych lub przesztych przeptywow pienigznych w zaleznosci od metody.

Metoda prospektywna polega na okresleniu wystarczajacej wielkosci rezerw,
biorac pod uwagg przyszie przychody firmy ubezpieczeniowej z tytutu sktadek oraz
rozchody zwiazane z wyptatami odszkodowan i §wiadczen. Dlatego rezerwa prospek-
tywna, ktorag powinna posiadac firma ubezpieczeniowa po t latach od momentu zawarcia
umowy, rowna jest zdyskontowanej do chwili wartosci oczekiwanej réoznicy migdzy
przysztymi §wiadczeniami i sktadkami. Oznacza si¢ ja V;* i mozna przedstawic ja na-
stepujaco:

vF = E(PVY — PV,

gdzie PV{T jest to zaktualizowana warto$¢ (w momencie) wptywow z tytutu przysztych
sktadek, natomiast PV¥ to zaktualizowana warto$¢ przyszlych zobowigzah ubezpie-
czyciela.

Druga metodg obliczenia rezerwy matematycznej jest metoda retrospektywna,
ktora oparta jest na przychodach i rozchodach ubezpieczyciela z przesztosci. Zgodnie
z t3 metodg rezerwa retrospektywna stanowi zakumulowang warto$¢ oczekiwang roz-
nicy mi¢dzy uzyskanymi sktadkami i wyplaconymi §wiadczeniami w ciggu t lat trwania
umowy. Rezerwa retrospektywna oznaczana jest jako Vi . Wielko$¢ rezerwy prospek-
tywnej i retrospektywnej sg sobie rowne w kazdej chwili trwania umowy, dlatego tez
obliczajac rezerwe, mozna stosowa¢ dowolng z metod, jednak czesciej stosuje si¢ meto-
de prospektywna, a wyznaczong w ten sposob rezerwe oznacza si¢ V; = V(t). W zwigz-
ku z tym rezerwy matematyczne tradycyjnych ubezpieczen na zycie i dozycie nalezy

ustali¢ jako warto$¢ oczekiwanag:
V(t) = E[PVE(T)] = E [ | e-6<f-t>dp(f)] _o. 61)
T

Problem tworzenia rezerw matematycznych w zakresie szeroko pojetych ubezpie-
czen podejmowali: Norberg (1995, 2001, 2005, 2014), Moller i Steffensen (2007), Pelsser
(2010), Pelsser i Stadje (2014), Christiansen (2014), Happ 1 in. (2015), Pelsser i Ghalehjo-
oghi (2016) oraz Engsner i in. (2018).

Firmy ubezpieczeniowe oferujace ztozone produkty ubezpieczeniowe, jakimi sa
ubezpieczenia na zycie z opcjami dodatkowymi, zgodnie z Solvency II (Dyrektywa UE
2009) powinny uwzglednia¢ w kalkulacjach rezerw to rozszerzone ryzyko. Oznacza to,
ze idea Solvency II polega na $cislejszym uzaleznieniu wysokosci kapitatu od wielkosci
ryzyka podejmowanego przez firmy ubezpieczeniowe. Innymi stowy kapital ma wystar-
czy¢ na pokrycie rzeczywistego ryzyka, a wyceny nalezy dokonywaé na podstawie ich

biezacej wartos¢ zbycia, tzn. warto$¢ ta powinna odpowiada¢ biezacej (zaktualizowanej)
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kwocie, ktora zaktad musiatyby zaptaci¢, gdyby dokonywat natychmiastowego przenie-
sienia swoich praw i zobowigzan umownych na inny zaktad.

Zgodnie z Solvency II najlepsze oszacowanie rezerw to zdyskontowana wartos$¢
wszystkich przysztych przeptywow pienieznych. W przypadku polis z opcjami dodat-
kowymi rodzaj i wielko$¢ przysztych §wiadczen determinuje status polisy ubezpiecze-
niowej, dlatego tez ubezpieczyciel powinien uwzgledni¢ dodatkowo histori¢ procesu
aktywizacji opcji w dokonywanych kalkulacjach. Zatem wycena rezerw sporzadzona na
podstawie najlepszego oszacowania przysztych strumieni pieni¢znych z uwzglednieniem
dyskontowania powinna by¢ oparta na wartosci rynkowej catkowitego ryzyka objetego
umowa, tzn. z uwzglednieniem filtracji okreslajacej pelng informacj¢ dostepng w chwi-
li t dotyczacg procesu aktywizacji opcji, co oznacza konieczno$¢ uwzglgdnienia warun-
kowej wartosci oczekiwanej. Uwzgledniajac ten aspekt, najlepsze oszacowanie rezerw
matematycznych sktadek w momencie t trwania umowy ubezpieczenia z opcjami dodat-
kowymi to wazona prawdopodobienstwem $rednia przysztych przeptywow pienigznych
przy uwzglednieniu zmiany wartosci pienigdza w czasie i aktywnej i-tej opcji polisy.
Oznacza to, ze rezerwy dla tego typu ubezpieczen to nastepujgca warunkowa wartos$¢
oczekiwana:

Vi(t) = E[PVF ()L A Gr A HE]

6.2
= E(ft""“’ e 3D dF (1) [o(I(T > 1),0 < t < n) AX(¢) = Q). (©2)

Nastepnie wiedzac, ze na strumien platnosci F(t) sktadaja sie przeptywy pieniez-
ne pomiedzy ubezpieczycielem a ubezpieczonym charakterystyczne dla ubezpieczenia
z opcjami dodatkowymi (rozdziat 3.3), oraz stosujac do opisu procesu aktywizacji opcji

procesy Markowa (rozdziat 2.5), rezerwy matematyczne skladek to:

Vi) =
nveo y
Z f e~3(-0 r—tp;lc]+td(Rf () +D;(0) — 1 (T))
2.}, 6.3)
nveo ii
N Z Z f e300, (1) o_epl, e (x + T)dT.
jes k=) "t

Przyjmujac, ze ubezpieczony optaca sktadki tylko wtedy, gdy jest zdrowy, czyli
gdy polisa ma aktywny stan H, i dokonujac prostych przeksztatcen powyzszego wzoru,
otrzymuje si¢ wzOr na rezerw¢ matematyczng sktadek w ubezpieczeniu z opcjami do-
datkowymi jako sume dwoch wielkosci obejmujacych §wiadczenia z umowy podstawo-
wej UZ + UD i opcji dodatkowych.
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Vi) =

n P n
Zf e-a(r—t)CjD (1) r- Dy cbjp (x + T)dT + Zf g8 r—th+th Q)
jes 't jes !

Uz Ub
umowa podstawowa

+ Zf —6(t- __ tprdR (o) + z z f ‘S(T‘t)cjk(r) T_tpi];rtu]-k(x + 1)dt

JjES JES k#jAk+D

renta Swiadczenie z tytutu zajscia zdarzenia losowego

opcje dodatkowe

Z f IR L) | I C ) 6.4)

jES

przyszie sktadki

Przy zastosowaniu wzorow na wartosci aktuarialne poszczegdlnych strumieni
platnosci, rezerwa matematyczna sktadek dla ubezpieczen z opcjami dodatkowymi wy-

raza si¢ nastepujacym wzorem:

Z [ e 0000 o+ e+ Y [Ce 0 i gy e
JES JjES

UZ UD
umowa podstawowa

n ..
£y f 200l n@lde + Y Y f 806 (1) ooy b Cx + D)dlx

jes JES k#jrk=D "t
renta Swiadczenie z tytutu zaj$cia zdarzenia losowego

opcje dodatkowe

n
= [ e ity (o)l
t

jes

przyszte sktadki

Wzoér ten stanowi uogdlnienie wzoru na rezerwe matematyczng sktadek w trady-
cyjnych ubezpieczeniach na zycie (Scott 1999, Blaszczyszyn, Rolski 2004), jak réwniez
wzoru na rezerw¢ matematyczng sktadek ubezpieczenia wielorakiego (Norberg 1999,
Wolthuis 2003, Homa 2004). Na podstawie ostatniego z przedstawionych wzoréw mozna
stwierdzic, ze firma ubezpieczeniowa, tworzac rezerwe matematyczna, powinna uwzgled-
nia¢ zaré6wno ryzyko wynikajace z umowy podstawowej, jak i uméw dodatkowych.

Co wazne, aktywna opcja polisy wplywa przede wszystkim na rodzaj i realizacje
przysztych strumieni ptatnosci, a tym samym na rzad wielkosci wymaganych rezerw.

Uwzgledniajac dodatkowo fakt, ze sktadka ubezpieczeniowa w tego typu ubezpieczeniach
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6. Aktuarialne metody obliczania rezerw matematycznych sktadek

o ztozonej strukturze to suma dwoch sktadowych wynikajacych z umowy podstawowej
i opcji dodatkowych, mozna wskaza¢, ze firma ubezpieczeniowa oferujaca opcje dodat-
kowe do umow podstawowych tradycyjnego ubezpieczenia na zycie i dozycie powinna
zwigksza¢ swoje rezerwy o tzw. kapital podwyzszonego ryzyka stanowiacy roéznicg
pomigdzy wartoscia rezerw ubezpieczenia tradycyjnego a ubezpieczenia o rozszerzonym
ryzyku. Zatem ubezpieczyciel powinien uwzglednia¢ w kalkulacjach dodatkowy aspekt
ryzyka aktuarialnego wynikajacego z rozszerzonej ochrony ubezpieczeniowej tego typu
umoéw. Kluczowy aspekt w tym zakresie dotyczy koniecznosci ustalenia tzw. kapitatu
podwyzszonego ryzyka, ktéry ma wystarczy¢ na pokrycie rzeczywistego, podwyzszo-
nego ryzyka ubezpieczeniowego objetego ochrong. Kapital podwyzszonego ryzyka jest

wigc rowny:
KPV;(t) =
n
> e @lan
jes 't

" st j 6.5
+Z Z f e s t)cjk(T) T—tp;lcj+tujk(x+T)dT ( )
0

JES k#jAk#D

n
- 2f 9_6(T_t) T—tpplc]+tdr[]p(‘[)l
t

jes

gdzie T17 (7) to czgs¢ sktadki na pokrycie ryzyka dodatkowego.

Zatem ubezpieczyciel, chcac zabezpieczy¢ si¢ przed nieprzewidzianymi stratami,
na podstawie wyceny przeplywow pieni¢znych powinien ustali¢ odpowiedni poziom
rezerw, ktore powinny zrownowazy¢ ponoszone przez niego ryzyko. Aby ten cel osiggnaé
w przypadku ztozonych produktow ubezpieczeniowych, do ktorych zalicza si¢ ubezpie-
czenia z opcjami dodatkowymi, nalezy w kalkulacjach wysoko$ci wymaganych rezerw
uwzgledni¢ rozszerzone ryzyko wynikajace z opcji dodatkowych.

6.2. Rownanie rozniczkowe rezerw matematycznych sktadek

Rezerwy matematyczne sktadek spetniajg rownanie rozniczkowe rezerw nazywa-
ne réwnaniem rézniczkowym Thielego. Znane sg réwnania rézniczkowe rezerw mate-
matycznych sktadek dla tradycyjnych ubezpieczen zyciowych (Gerber 1995), jak i ubez-
pieczen wieloopcyjnych, ale nieuwzgledniajacych wszystkich strumieni ptatnosci
(Norberg 1995, Milbrodt, Stracke 1997, Haberman, Pitacco 1999). Przedstawione ponizej
réwnanie jest ich odpowiednikiem z uwzglednieniem wszystkich mozliwych strumieni

ptatnosci 1 wykorzystywanej w zapisie catki Riemanna-Stjeltiesa. Ze wzgledu na to, ze
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strumienie ptatnosci zwigzane z aktywng opcja ubezpieczenia oznaczone odpowiednio
1Ii(t), Ci(t) i Dy(t) maja ,,skoki”, uzyskane réwnanie to w rzeczywistosci rdozniczkowa

forma rownan Thielego, a nie faktycznie rownanie rézniczkowe.

Rezerwy matematyczne sktadek w ubezpieczeniu zlozonym o rozszerzonym ryzyku,

okreslone wzorem (6.3) spelniajq nastepujgcy uktad rownan:

dv;(t) = 6V (t)dt — Z Ri;(®Ou;(©)dt + d(1;(6) — R;(¢) — D;(1)).
j

Roéwnanie to ma prostg interpretacje. Mianowicie przyrost rezerw matematycznych
zwigzanych z aktywna opcja i, w czasie (t, t+ dt] zwiazany jest z dochodem z tytutu od-
setek od rezerw, jakimi dysponowal ubezpieczyciel w chwili oraz z tytulu wptaconych
w tym okresie skfadek w wysokosci dI1(z), pomniejszony o wyptacone swiadczenia
w wysokoéci d(R;(t) + D;(t)) zwiazane z aktywna i-ta opcja ubezpieczenia oraz po-
mniejszone o koszt ubezpieczyciela zwigzany z przejsciem procesu aktywizacji opcji
{X(®}ter ze stanu i do j, wynoszacy odpowiednio R;;(t) = V;(t) — Vi(t) + ¢;;(¢), na-
zywany ryzykiem.

Dowod
Rezerwy matematyczne sktadek w ubezpieczeniu z opcjami dodatkowymi zgod-

nie ze wzorem (6.3) wyrazone sg wzorem:

Vi(t) =
nvoo .
z j e 8 pd| R +D;(x) - 1;(2) + z k(M (x + 1)dr |.
jes 't k%)

Mnozac powyzsze rownanie przez e %t ;p¥ i sumujac po wszystkich mozliwych

stanach i otrzymuje si¢ nastepujaca jego postac:

D et plivi(e) =

i

f Z Z (Px T‘tp;'f];rt d (RJ' () + D;(v) — IJ; (T)) + z Cik (M (x + 7)dr
jes i Py
[T Yy 4B+ 50 - 1) + Y et + e
jes i k=)

Pochodna funkcji ¥, e 7% ,p4V;(t) wystepujacej po lewej stronie powyzszego
réwnania jest nastgpujgcej postaci:
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%(Z tpr(t)>

D (phvide + eV, (Dd Y + e Vi) =

i

et | - tpr(t>dt+v<t)2 (O = o i(©) de + plavi(o) | =

i

e ol | —ov(dt + Y (Vi®) = V() wy(©) de + avi(o)

i j
Odpowiednio pochodna po t strony prawej rownania wynosi:

J.nvoo Z Z Dx ( R () + D;(1) — H]-(T)) + Z Cire (D) (x + ‘L')d‘[)

JES 1 Pz,
— e_5tz tp)lci d(RL(t) + Di(t) - Hl(t)) + Z Cij(t)l.lij(x + t)dt .
‘ J#i
Stad

e k| av(O-oVi (Ot + Y (Vi(®) = V() = ey (0) iy (0) e

i j#i
—d(R;(®) + D;(t) — TI; (1))

Przeksztalcajagc powyzsze rownanie, otrzymuje si¢ rownanie Thielego.

6.3. Obliczanie rezerw matematycznych dla wybranych ubezpie-
czen z opcjami dodatkowymi

W rozdziale tym dokonano analizy wielkos$ci rezerw matematycznych dla ubez-
pieczenia tradycyjnego i ztozonego z opcjami dodatkowymi, jakie powinna tworzy¢
firma ubezpieczeniowa. W tego typu ubezpieczeniach aktualny status polisy determinu-
je zaréwno rodzaj, jak i wielko$¢ przysztych przeptywow pienigznych, dlatego tez zba-

dano wymagany poziom rezerw w przyktadowych polisach ubezpieczenia jako funkcje
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czasu i aktywnej opcji ubezpieczenia. Wiasnosci tych funkcji zbadano dla przyktadowych
ubezpieczen:

1. tradycyjnego ubezpieczenia na zycie (UZ, UD),

2. zlozonego (UZ, UD) z opcja dodatkowa powszechnie nazywang nieszczesliwy
wypadek (NW), w tym przypadku uwzgledniono opcje NW_ADI oraz NW_AL
Rezerwa matematyczna sktadek jest obliczana przez ubezpieczyciela dla dowol-

nego momentu czasu trwania umowy ubezpieczenia jako odpowiednia warunkowa
warto$¢ oczekiwana przysztych przeptywow pieni¢znych. W przypadku rozpatrywane-
go tradycyjnego ubezpieczenia, ktdérego model probabilistyczny jest modelem dwusta-
nowym z jednym stanem pochlaniajacym, ubezpieczyciel powinien dysponowac rezer-
wa matematyczng sktadek réwna:
0 gdy X(t) =D
VO {0 gy —h-

Status polisy D to tzw. stan pochtaniajacy, czyli w momencie jego aktywizacji
konczy si¢ ochrona ubezpieczeniowa, co oznacza, ze rezerwa matematyczna sktadek jest
wowcezas rowna zero, dlatego tez w przypadku tradycyjnych ubezpieczen rezerwy ma-
tematyczne skladek zwigzane sa jedynie ze stanem H.

Zatem jesli w momencie trwania ubezpieczenia aktywna jest opcja (H), czyli
ubezpieczony optaca sktadki, wymagany poziom rezerw nalezy wyznaczy¢ zgodnie
z ogbdlnym wzorem (6.4), ktéry w tym przypadku ma postac:

nvoo

— -5(t-t HH —6(n—t HH
Vu(t) = Cf e 8O _pHiu(x + Ddr+  de 00 pHH
t jednorazowe swiadczenie
jednorazowe swiadczenie z tytulu dozycia
z tytutu Smierci ubezpieczonego korica okresu ubezpieczenia

ne _§(z—t HH
_nft e~ )T—tpx+th-

przyszte sktadki

Powyzszy wzor mozna wykorzysta¢ do ustalenia wymaganego poziomu rezerw
matematycznych sktadek zaréwno w ubezpieczeniu na zycie (UZ), jak tez na dozycie
(UD), uwzgledniajac specyfike strumieni ptatnosci zwigzanych z danym rodzajem ubez-
pieczenia. Wyznaczone funkcje rezerw prospektywnych dla ubezpieczenia tradycyjnego
w dwoch wariantach: UZ i UD zawartego z ubezpieczonym w wieku wstgpu rownym

odpowiednio X =30, 40, 50, przedstawiono na rysunku 6.1.
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uz uD
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Rysunek 6.1. Funkcje rezerw matematycznych skladek dla ubezpieczenia UZ i UD

Zrodto: opracowanie wilasne.

Na podstawie powyzszych wynikow mozna ubezpieczenia klasyczne podzieli¢ na
ubezpieczenia o zerowej rezerwie koncowej oraz na ubezpieczenia o dodatniej rezerwie
koncowej. Do ubezpieczen pierwszego typu zaliczyé nalezy ubezpieczenia na zycie (UZ),
w przypadku ktorego rezerwy sg rosngco-malejacg funkcja czasu o zerowej rezerwie
poczatkowej i koncowej. Natomiast do grupy drugiej zaliczy¢ mozna ubezpieczenia na
dozycie (UD) oraz ubezpieczenia na zycie i dozycie (UZD). W obu tych ubezpieczeniach
rezerwy sg rosnagcg funkcja czasu o zerowej rezerwie poczatkowej i dodatniej rezerwie
koncowe;.

Jako drugi przyktad przeanalizowano kontrakt terminowy n-letniego ubezpiecze-
nia podstawowego na zycie UZ lub dozycie UD wraz z opcjami dodatkowymi NW_AI
oraz NW_ADI dotyczacymi nastgpstw nieszczesliwych wypadkow. Podstawa do obliczen
wielko$ci wymaganych rezerw w dowolnym momencie t trwania umowy sa przyszle
przeptywy pieniezne. Warto$¢ zaktualizowang oraz aktuarialng przeptywoéw charakte-
rystycznych dla tego typu ubezpieczenia opisano w rozdziale 3, a jego strukture proba-
bilistyczng przedstawiono w rozdziale 2.

Poziom wymaganych rezerw matematycznych sktadek w ubezpieczeniu z opcjami
dodatkowymi zalezy od rodzaju przysztych ptatnosci, jak rowniez od statusu polisy,
czyli aktywnej opcji. Dlatego tez ubezpieczyciel w celu pokrycia przysztych swiadczen

powinien dysponowac rezerwa matematyczng sktadek rowng odpowiednio:
0 gdy X(t) =D Vv X(t) = ADI

V() ={Va() gdyX(t)=H
Var(t) gdy X(t) = Al

Opcja dodatkowa ADI oraz status polisy D to tzw. stany pochtaniajace, czyli
wigzace si¢ z zakonczeniem ochrony ubezpieczeniowej i dlatego tez rezerwy matema-

tyczne sktadek sa wowczas rowne zero.
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Natomiast jezeli w chwili t ubezpieczony jest zdrowy i optaca sktadki, co oznacza,
ze polisa ma status oznaczony H, lub ulegl wypadkowi i aktywna jest opcja dodatkowa
ubezpieczenia Al, ubezpieczyciel musi tworzy¢ odpowiedniej wysokosci fundusz rezerw.
Zatem wymagany poziom rezerw matematycznych sktadek tzw. rezerw prospektywnych,

gdy aktywna opcja polisy to X(t) = H, nalezy wyznaczy¢ ze wzoru:

Vy(t) =

n
-6(t—-t HH HAI
Cf e )(T—tpx+t/i(x + 1)+ r—tpx+t)v(x + 1)dt
t
swiadczenia z umowy podstawowej UZ

+ de_a.(n_t)(n—tpgft + n—tp;lftl

swiadczenia z umowy podstawowej UD

n n

-5(t—t HH -8(t-t HAI
+(2 +ﬁ)0f e 00 _pifio(x + T)de +rj e 0 _piiidr
t t

wartos¢ przysztych swiadczen z umowy dodatkowej

n
8(-t HH
- ”f e® 0 _pifidr
t

oczekiwana wartos¢ przysztych sktadek

lub

Var (t) =

n n
c [ e pthuCr + Tyde + deP OO, 2t 41 [ e 000 pditiar.
t t

oczekiwana wartos¢ przysztych swiadczeri

Powyzsze wzory wskazuja na to, ze w przypadku umowy z opcjami dodatkowy-
mi przy kalkulacji rezerw matematycznych nalezy uwzgledni¢ aktywna opcje polisy,
ktora ma wptyw na przyszte przeptywy pieni¢zne, a tym samym na wielko$¢ wymaga-
nych rezerw matematycznych sktadek. Na podstawie przedstawionych wzoréw wyzna-
czono rezerwy matematyczne skladek, jakie powinien posiada¢ ubezpieczyciel, jesli
ubezpieczony jest zdrowy (stan H) lub chory (stan A7), dla ubezpieczen UZ i UD z opcja-
mi dodatkowymi oznaczonymi NW_AI oraz NW_ADI. Rezerwy te jako funkcje czasu
i wieku ubezpieczonego oznaczone odpowiednio Vy(t, X) i V,(t,X) przedstawiono na
ponizszych wykresach.
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Rysunek 6.2. Funkcje rezerw matematycznych skladek dla ubezpieczenia zlozonego UZ
i UD z opcja NW_AI + ADI
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rysunek 6.3. Funkcje rezerw matematycznych skladek dla ubezpieczenia zlozonego UZ
i UD z opcja NW_AI + ADI

Zrodto: opracowanie wilasne.

Na podstawie przedstawionych na powyzszych rysunkach wykreséw mozna stwier-
dzi¢, ze podstawowa opcja (stan H) nie zmienia ksztattu funkcji rezerw w danej grupie
ubezpieczen, tzn. ubezpieczenia na zycie z opcja dodatkowa pozostajg ubezpieczeniami
o zerowych rezerwach koncowych, zas UD wraz z opcja dodatkowa sg nadal ubezpie-
czeniami o dodatniej rezerwie koncowej. Natomiast w przypadku rezerw zwigzanych
z aktywizacjg opcji dodatkowej (stan A7) funkcja rezerw zaréwno dla ubezpieczenia UZ,
jak 1 UD zmienia si¢ i jest odpowiednio malejaca i rosnaca funkcja czasu o niezerowe;j
rezerwie poczatkowej. Z drugiej strony uzyskane wyniki potwierdzajg, ze dodatkowe
platnosci zwigzane z tymi samymi opcjami nie majg wplywu na ksztatt funkcji rezerw,

a jedynie na rzad ich wielkosci, co zilustrowano na rysunku 6.4.
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Rysunek 6.4. Poréwnanie wysokosci wymaganej podstawowej rezerwy matematycznej

skladek w ubezpieczeniu podstawowym i ztozonym UZ i UD
Zrédto: opracowanie wlasne.
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7. Analiza szkodowosci i ryzyko portfela

7.1. Proces nadwyzki finansowej

Istotg analizy aktuarialnej jest stworzenie podstaw do prowadzenia dziatalnosci
umozliwiajacej ubezpieczycielowi zabezpieczenie jego wyplacalno$ci w przysztosci.
Zatem kolejny istotny aspekt analizy dotyczy aspektu ryzyka ubezpieczeniowego zwia-
zanego z dziatalno$cig ubezpieczyciela, ktora w szczegolnosci obejmuje analize ,,szko-
dowosci”. Przedmiotem takiej analizy jest zbadanie procesu straty nazywanej rowniez
nadwyzka finansowa ubezpieczyciela. Proces ten powinien by¢ postrzegany jako dajacy
wazng informacje¢ o ryzyku finansowym zwigzanym ze ztozonym ubezpieczeniem, jakim
jest ubezpieczenie na zycie 1 dozycie powigzane z opcjami dodatkowymi. Proces straty
okreslony jest jako réznica miedzy wydatkami ubezpieczyciela a jego dochodami (Chrzan
1998b, Btlaszczyszyn, Rolski 2004). Natomiast uwzgledniajac specyfike ubezpieczen
ztozonych na zycie i dozycie z opcjami dodatkowymi, przy okresleniu tego procesu
nalezaloby roéwniez uwzglednié roznice rezerw matematycznych sktadek. Sa to bowiem
srodki gromadzone przez ubezpieczyciela, ale stanowigce wlasnos¢ os6b ubezpieczonych,
co oznacza, ze firma ubezpieczeniowa jedynie dysponuje nimi w okresie trwania umowy
i tym samym zyskiem jest dopiero zwalniana rezerwa matematyczna sktadek. Ponadto
wysoko$¢ rezerwy matematycznej sktadek jest zdeterminowana przez aktywng w danym
momencie opcj¢, co oznacza, ze ubezpieczyciel w zaleznosci od realizacji procesu akty-
wizacji opcji powinien zabezpiecza¢ inng jej wartosc.

Tak okreslony proces nazywany bgdzie procesem nadwyzki finansowej lub
straty ubezpieczyciela. Zatem warto$¢ zaktualizowana na moment t straty ubezpieczy-
ciela poniesionej w okresie 7 wyrazona jest nastepujacym wzorem:

ZL(T) =

Z f e 8COIT > T}I{X(7) = j}d (Rj () + Dj(0) — T (T))
S \Jr (7.1)

+ Z f e 0 D (DN (1) | + e 2T DAV (1) .
k#j T
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Przyjmujac T = (t, s], otrzymuje si¢ rtOwnowazng jego postac:

ZL(t,s) = ZL(t,s) =

D j e EOUT > X () = ) (R () + D) - (@)

jes \'t (7.2)

S
+ ZI e Dy (DdNy () | + e_s(s_t)VX(t) (s) = Vx) (D).
k=)t

Zgodnie z powyzszym wzorem zaktualizowana warto$¢ straty ubezpieczyciela
réwna jest facznym przeptywom pienigznym powiekszonym o rezerwe, jaka powinien
dysponowac¢ ubezpieczyciel na koniec okresu, i pomniejszong o rezerwe zwalniang
w momencie t (Wymagang w chwili S trwania umowy) stanowigca dochod ubezpieczy-
ciela. Nalezy zauwazy¢, ze losowo$¢ tego procesu wynika z losowosci procesu uwzgled-
niajgcego wszystkie rodzaje ptatnosci. Uwzgledniajac zaktualizowang warto$¢ tacznych
przeptywow pieni¢znych (rozdzial 3), strat¢ ubezpieczyciela mozna zapisa¢ w réwno-

waznej postaci:
N
ZL(t,s) = Jt e 0O dF (1) + e“g(s‘t)VX(t)(s) — V(o) (®). (7.3)

Zbadanie procesu straty umozliwi firmie ubezpieczeniowej okreslenie optacalno-
$ci ubezpieczenia z opcjami dodatkowymi pod wzgledem finansowym, jak rowniez
pozwoli zbada¢ szkodowos¢ portfela takich polis. Przyjmujac s = n, wzor okresla
przyszla strate ubezpieczyciela wynikajaca z zawartej umowy. Po jednoczesnym uwzgled-
nieniu rodzajow strumieni finansowych zwigzanych z ubezpieczeniem z opcjami dodat-

kowymi, proces ten wyraza si¢ nastepujacym wzorem:

ZL(t,n) =

Z f ne—w—t)n{r > X () = j}d (Ri(1) + ;D))

jEs

£y f e =20, (1) AN (8) 04

JES k+j
n
— Z f e ST > TH{X () = j}dI;(T) + e SOV (n) — V() ().
jes 't
Pierwsze dwa sktadniki sumy w powyzszym wzorze stanowig wydatki firmy

ubezpieczeniowej wynikajace z zawartej umowy ubezpieczenia. Pierwszy sktadnik to
zaktualizowana warto$¢ rent oraz jednorazowych $wiadczen wyplacanych przez
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ubezpieczyciela z tytutu dozycia, za$ drugie wyrazenie to zaktualizowana warto$¢
wyptacanych sum ubezpieczenia z tytutu zajscia réznych przypadkow zyciowych.
Trzeci sktadnik stanowi wielko$¢ zaktualizowang sktadek ptaconych przez ubezpieczo-
nego, natomiast dwa ostatnie sktadniki to réznica wielko$ci wymaganych rezerw na
poczatku i koncu badanego okresu. Wysokos¢ zwalnianych rezerw stanowi dochod
ubezpieczyciela i ich wielko$¢ wynosi Vy)(t) , natomiast na koniec okresu ubezpie-
czenia firma ubezpieczeniowa powinna dysponowac rezerwa w wysokosci Vy,(n).
W przypadku gdy umowa podstawowa jest umowa na zycie (UZ), rezerwa ta jest row-
na zero, natomiast w przypadku uméw na dozycie (UD) oraz na zycie i dozycie (UZD)
rezerwa ta jest dodatnia.

Otrzymany wzor ma tatwg interpretacje, jednak taka jego posta¢ utrudnia badanie
rozktadu procesu nadwyzki finansowe;j i okreslenie jego podstawowych charakterystyk
funkcyjnych. Dlatego tez proces ten przedstawiony bedzie w postaci, ktéra umozliwi
zbadanie jego wiasnos$ci. Korzystajac z rownania rézniczkowego rezerw tzw. rownania
rozniczkowego Thielego danego wzorem (6.6), otrzymuje si¢ nastepujaca postac straty
ubezpieczyciela:

ZL(t,s) =

Z fse—é‘(‘r—t)]I{T > t}I{X (1) = j} <6Vj(r) — dlﬁf)) dt

jes

N z Z ftse_g(r—t)(cjk(f)dek(r)

JES k#j

—I{T > DX () = IR (Dpj()dr) + e 0DV (s) — V() (0.

(7.5)

Poniewaz proces aktywizacji opcji {X(t)};er jest procesem Markowa, to ma
skoki wmomentach t < Ty < T; < T, < ---Tf < s tworzgcych rosngcy porzadek czasow
zatrzymania procesu i niech i, oznacza stan procesu w chwili T,. Wowczas pierwszy

sktadnik wzoru (7.5) przyjmuje postac:

Z fse—é(r—t)H{T > TH{X (1) = j} <5Vj (1) — dIZ(T)> dr =
jes 't t
;o Tem (7.6)
Z et J e 9T <5Vik(r) - %Vik(r)) dr.
k=0 T

Calke w powyzszym wzorze oblicza si¢, wykorzystujac nastepujace catkowanie
przez czesci:
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b

b
d d
f v (6f(r) —Ef(r)> dr =6 f VO f @)dr - f V() f(@)dr =

a

b

a
|u =v(D)=e% u =-6e%"

v =f'(1) v=f(1)

b b
= Sfe‘&f(r)dr— e“STf(T)|Z—f—6e‘5Tf(T)dT

b b
= 6f e 5 f()dr — e %P f(b) + e % f(a) — 6[ e 9 f(1)dr

=e % f(a) — e~ f(b).

Zatem zgodnie z catkowaniem przez czg$ci wzor (7.6) przyjmuje nastepujaca

postaé:
f Tk+1 P
Z eft f e % ((Wik(‘r) - d_Vik(T)) dr =
k=0 Ty T
f
D e (e70TkV, (1) = e~5TRnV (Ty))
k=0
f
= e=0M=DY, (T,) + et Z (e_5T"Vik(Tk) — =0Ty, (Tk))
k=1
_ e“s(Tf_t)Vif(TfH)
f
= Z e 8Tk=0) (Vik (Ty) — Vik_l(Tk)) + Vo (®) — e 96DV (s)
k=1
S
=D [0 () - @) A @) + Vo ©
Jj k#jt

— e—6(s—t)VX(s) (S)

Podstawiajac otrzymany wynik do wzoru (7.5), otrzymuje si¢ nastepujaca postac
straty:
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ZL(t,s) =

e3¢0 (V(@) = (@) + () (AN () (17)

JES B#MA
— I{T > {X (1) = jIup (t)dr).
Wz6r ten mozna tez przedstawié¢ w postaci:

ZL(t,s) =

S 78
Sy [ OR @ (N ~ 1T > K@) = ).

JES k*#j t
Przyjmujac oznaczenie straty zwiazanej z okres$long aktywna opcja polisy jako
ZL;(t,s) powyzszy wzOr mozna zapisac nastgpujaco:
2 S) = ) 71(t,5).
JES
Fakt, ze proces aktywizacji opcji {X(t)};er to ciagglty w czasie taficuch Markowa,
oznacza, ze ma on skoki w momentach tworzacych rosnacy porzadek czasow zatrzyma-

nia. Niech wigc i, 0znacza stan procesu w chwili T,. Wowczas strata wyraza sie¢ wzorem:

2Lt s) = ) ZL; (T}, Tjva) =
j=0

f Tjtq
Z Z f e 8-OR. k(T)(d k(D) — I{X(7) = f}/ijk(f)df)
J=0k*jT;
f Tjyq
=3y f e~3=OR . (1)dN;, ()
J=0k#jT;
f Tjtq
= J eSO, (DX (D) = Iuy(D)dr.
J=0k=#jT;

J

Proces liczacy {N]k (1-)} zlicza przejscia z j do K, przejscie to nastapi w chwili Ty,
natomiast indykator I{X(z) = j} dlat € ( ]+1] przyjmuje wartos¢ 1, stad powyzszy
WwzOr przyjmuje postac:

f Tjt1
ZL(t,s) = Z Z e O™ ORy (Tjyq) — z Z f e 0T OR (D i (T)dr.
=0 k=j J=0k#] T;
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Po podstawieniu réwnania rézniczkowego rezerw wzor ten przyjmuje postac:
ZL(t,s) =

f
DN e ORy (1)

j=0 k#j

f Ti+1

-y f e (o1, - V@) dr + d (M,(0) - By(@ - (@) ).

j=0T;

b d
Catke ograniczong z funkcji postaci f v(7) <6 f(r) — I f (‘L’)) dt oblicza sig,
a

catkujac przez czesci i wowczas powyzszy wzOr przyjmuje postac:

j=0 \Ie=j (7.9)

- f e=%%d (I;(1) - Ri(z) — ;D)) |
Tj
Poniewaz proces aktywizacji opcji po opuszczeniu stanu j moze do niego powro-
ci¢, niech wigc le oznacza odpowiednio moment poczatku I-tej ,,wizyty” polisy w stanie j.
Wowczas wzor (7.9) przyjmuje postaé:

ZL(t,s) =
f le+1
e DN e TRy (1) + f e57d (R;(2) + Dy (1) ~ T, (@) )
A Tj (7.10)

ey (7h) — e (T)) |

Powyzszy wzor ma prostg interpretacje. Pierwszy skladnik wzoru jest to zaktu-
alizowana warto$¢ ,,ryzyka” oznaczonego Rj zwiazanego z przej$ciem procesu w chwi-
li T/ ze stanu j do stanu k. Drugi sktadnik stanowig ptatnosci dokonywane podczas
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pobytu polisy w stanie j. Ostatni sktadnik sumy to zaktualizowana warto$¢ rezerw, ja-
kimi powinna dysponowa¢ firma ubezpieczeniowa na koniec okresu. Na podstawie
otrzymanych wzoréw mozna wyznaczy¢ charakterystyki funkcyjne straty ubezpieczy-
ciela.

7.2. Podstawowe parametry straty ubezpieczyciela

Analizujgc szkodowos$¢, ubezpieczyciel powinien wzig¢ pod uwage minimalng
i maksymalna wielko$¢ straty oraz jej zroznicowanie. Odchylenie standardowe stanowi
bowiem podstawowa miare ryzyka. Jednym z narzedzi statystyki stuzacym do estyma-
cji wartosci straty jest typowy przedzial zmienno$ci (tzw. przedzial jednosigmowy). Od
rozpigtosci i wartosci koncow obszaru zmiennosci zalezy precyzja i wielko$¢ przewidy-
wanych zyskow lub strat zwigzanych z zawarciem umowy ubezpieczenia. Im rozpigtos¢
przedziatu jednosigmowego jest mniejsza, tym bardziej precyzyjnie mozna okresli¢
przewidywane zyski lub straty. Zgodnie ze wzorem (7.10) strata ubezpieczyciela rowna
jest sumie strat zwigzanych z okreslonym stanem, co oznacza, ze strata ubezpieczyciela
poniesiona w okresie (1, S] trwania ubezpieczenia rdwna jest sumie strat zwigzanych
z okreslong aktywna opcja ubezpieczenia (stanem procesu). Wowczas strata ZL(z, s) dana

f
ZL(t,s) = Z ZLi(t,s) = Z Z ZLi (T}, Tjs).

jes jes 1=0

jest wzorem:

Twierdzenie Hattendorffa (Norberg 1992, 1994, Ramlau-Hansen 1988, Wolthu-
is 1987) mowi o tym, ze straty wynikajace z zawartej polisy ubezpieczenia w roznych
okresach trwania ubezpieczenia majg Srednig zero i sg nieskorelowane, ale nie sg nieza-
lezne. Z powyzszego wzoru wynika, ze strata ubezpieczyciela zwigzana z réznymi
stanami procesu dotyczy réznych okresow trwania ubezpieczenia, a wigc zgodnie z twier-
dzeniem Hattendorffa sg one nieskorelowane o $redniej réwnej zero. Bezposrednia tego
konsekwencjg jest to, ze wariancja catkowitej straty firmy ubezpieczeniowej jest rOwna

sumie wariancji strat poniesionych w réznych okresach.

f
Var(ZL(t,s)) = Z ZL(t,s) = Z Z Var (ZLj(le, Tjﬂrl)).

jes jES 1=0
Wykorzystujac posta¢ straty dana wzorem (7.10), wariancje oblicza si¢ w naste-
pujacy sposob:
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Var (21 (s,1)) = va <(( )) Ry(T)) = f ZE%ZRjk(T)ujk(r)dr>
*J

T/ 7/
=E Ul,((sl))k ]k(T]) f olz) ) R (D) g (7) dr)

ur) ' ®
=E UJ(;));Rjk(W)) —2E < Z R]k(T]) -f v(s) L R (T (7) dr)

7 y(7)
ce ), ﬁ R (D) dr) |

Ostatni sktadnik sumy mozna przeksztalci¢ do nastepujacej postaci:

2
T (1) B
<L1 v( ) Rjr (D (7) d‘[) =
o 1) @ | |
fo <fsz] %kzﬁj (b dT) Pi(t, 7)) uju (T )dt

of o1 |
T J; (L %Z Rje (D (7) dr) dp;(t,T})
l k#j

2
TTu(2) / ‘
_ <J;1 Z(T) Ry (e (7) dT) v =dP(t,T/)
" T ( ) _
B Uv((s)) Z k(T])'“Jk(TJ)f Z(Z) Ry(up (@) dr  v="P(t,T})

- U(T ) Tl]‘u(‘[)
fo E) Z ik (T e (T7) Pi(t, T])OS{ @;Rjk(r)ujk(r)w)dt

< Z Riu(T/) (f J Zﬁg ,k(r)u,k(ﬂdr))
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Zatem uwzgledniajac powyzsze przeksztatcenia, otrzymuje si¢:
var (z1) (s/,1/)) =

u(T/) :
U(S) & R]'k(le)
2 (MDY ) [TED by o
v(s) o N g s £ R
28 ”(Tl) (Tf)f “(T) DD d
v(s) Rjx Rjx (D (1) dt
. 2
u(T) -
v(s) kinjk(le)

W zwiazku z powyzszym wariancj¢ straty mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

f - g
T/ -
Var(Z L(s, t)) = z z E vv((;)) z Ry (Tz])
k%

7 1=0

f 2
_ zz g LT[ U(T)Z k(‘[)dT — Z E{X(s)=i} ] (T)Z k(T)dT
j 1=0 l J

_ ‘v?(1)
B Z .L v2(s) ; szk (D) Py (s, D (7) dr.

Taki sam wynik znalez¢ mozna w przytoczonych pracach Norberga, w ktorych

do wyprowadzenia tego wzoru wykorzystano teori¢ martyngatow.

7.3. Rozktad straty ubezpieczyciela

Znajomo$¢ rozktadu straty/zysku ubezpieczyciela jest istotna dla jego dziatalnosci
ubezpieczeniowej i umozliwia uniknigcie ewentualnego bankructwa. W rozdziale tym
okreslono doktadny rozktad procesu straty ubezpieczyciela z wykorzystaniem jej dys-
trybuanty. Dystrybuantg straty osiggnietej przez ubezpieczyciela do chwili t trwania
ubezpieczenia okresla si¢ nastgpujaco:
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Fio,e) =P < f v(D)dW (1) + v(E)Vy(p (1) < u>. (7.11)

Przy okreslaniu rozktadu przysztej straty osiggnietej przez ubezpieczyciela po
chwili t nalezy uwzgledni¢ aktywna w tym momencie opcje polisy. Tak wiec nalezy
okresli¢ odpowiednio warunkowy rozktad przysztej straty.

W zwiazku z tym dystrybuanta przyszlej straty zwiazanej z j-ta aktywna opcja
polisy ztozonej okreslona jest nastepujaco:

. 1 n
Flop, ) = P(@ft v(D)dW (z) + (( ))VX(n)(n) V) (t) < ulX(6) —]> (7.12)

Natomiast dystrybuante skumulowanych przysztych przeptywoéw pieni¢znych
(rozdziat 4) okresla si¢ wzorem:

Fiypo, (W) = P (t,0) = P (f 8 dW () < u|X(t) —]> (7.13)

Wowczas zalezno$¢ migdzy tymi dystrybuantami jest nastepujaca:
j —
F, L(T),t(u) -

L[ v(n) |
P(@f V@AW + 355 v(t) Vimy(n) = V) () < ulX(0) =]>

(7.14)

) — Vxy(n) + Vxy (DX () = ]>

_u(n
<()J. v()dW(r) <u (0

j
FW(‘[) t

(n)
( v(t)

Aby wyznaczy¢ rozklad straty ubezpieczyciela, nalezy wyznaczy¢ rozktad tacznych

Vymy(m) + VX(t)(t))

przeptywow pienieznych. Problem rozktadu przeptywow pienigznych podejmowany byt
w literaturze (Dickson 2006, Christiansen 2007, 2012, Bacinello 2009). Rozktad ten
wyznaczono analogicznie jak rozktad skumulowanych §wiadczen przedstawiony w roz-
dziale 4.3. Uwzgledniajac strumienie ptatnosci charakterystyczne dla ubezpieczenia
ztozonego, wzor (7.13) przyjmuje postac:

]P]V'/(t, u) =

Zf 8’“‘””“*22[71 S G @aN(0) | < ulx(© = |
Jj

gdzie {WJ (t)} jest procesem uwzgledniajacym wszystkie ptatnosci zwigzane ze stanem j.
Wykorzystujac wzor na prawdopodobienstwo catkowite otrzymuje sig:
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P/ (t,u) =
v(1) v(s)
s—tPPoe - e (s)ds - P( — dW;(1) + —= ¢ (s)
;f © o f u(t) (@ 7

prawdopodobienstwo przejscia ze

stanu j do k w chwili s

"(7)

+f (QdW()<uM@)—k>
+ n— tpx+t [f Uig dw; (‘L’) < ul.

prawdopodoblenstwo pozostania
w stanie j do korica ubezpieczenia

W pierwszym sktadniku sumy wyrazenie S_tpiﬂ_t * U (s)ds okresla prawdo-
podobiefistwo pozostania procesu {X(t),t = 0} w stanie j do chwili s i przej$cie proce-
su do stanu k w czasie [s,s + ds). W tym przypadku przyszle przeptywy pieniezne do

chwili s zwiazane sg ze stanem j, w chwili S wyptacane jest Swiadczenie jednorazowe

"v(®
f W@ su

w wysokosci ¢ji (s) i zdarzenie

przyjmuje nastgpujaca postac:

v@ o V) v(®)
f oo WO+ (t)c,k(>+f o W@ su

Analogicznie wyznacza si¢ drugi sktadnik sumy. Wowczas wzor okreslajacy dys-
trybuante tgcznych przeptywow pieni¢znych przyjmuje postac:

P/ (t,u) =
weor (00 (3D
; [ bbb B (s 530 [ S S amm - o)) as

+ e Dper [f dW(T)_ ]

Na podstawie powyzszego wzoru wyznacza si¢ rozklad tacznych przeptywow
pienigznych, a korzystajac z zaleznosci (7.13), wyznacza si¢ rozktad straty ubezpieczy-
ciela w indywidualnym ubezpieczeniu o rozszerzonym ryzyku. Aby wyznaczy¢ ten
rozktad jako funkcje rowniez czasu, nalezy opisa¢ go za pomocg rownania rozniczko-
wego. Analogicznie jak w przypadku rozktadu skumulowanych §wiadczen (por. Rozdziat
4.3) funkcje rozktadu tagcznych przeptywow pienieznych f”]‘-/v okreslone nastepujaco:
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~ ~ 1 ¢
PY(t,u) =P/ <t,@u —fo %dﬂ@(r))

spetniajg ponizsze réwnanie rozniczkowe (Norberg 2005, Ramlau-Hansen 2000):
BY (t,u) = p;(8) - BY (t, w)dt

_ t t (7.15)
—Z wix(Ode - BY (t,u + fo v(2)dWy (1) — fo ()W (7) — v(t)c]-k(t))

k+j

przy warunku poczatkowym:
PY(n,u) = l[fonv(r)de(T) <ul.

Wyrazony w ten sposob rozktad tacznych przeptywow pienieznych jest podstawa
do wyznaczenia rozktadu straty ubezpieczyciela.

7.4. Proces straty dla przyktadowych polis z opcjami

W przypadku tradycyjnych ubezpieczen proces catkowitej straty ubezpieczyciela
zgodnie jest zmienng losowa postaci:

2L(0) = 54 (VT Run (TT) + [ V(@AW (@) + (T YW (T = u(SI Wi (ST )

gdzie S lj i le oznacza odpowiednio moment poczatku i konca I-tej ,,wizyty” procesu
{X(t)} w stanie j.

Uwzgledniajac strumienie ptatnosci zwigzane z poszczegolnymi ubezpieczeniami
UZ, UD czy UZD, na podstawie powyzszego wzoru wyznacza si¢ postaé tej zmiennej
losowej dla danego ubezpieczenia. W rozpatrywanym przyktadzie zbadano strat¢ dla
terminowego ubezpieczenia na zycie. Poniewaz stan D jest stanem pochtaniajagcym pro-

cesu {X(t)}, stad zmienna losowa okre$lajaca strate ubezpieczyciela przyjmuje postac:

dZL(n) =
V(TR (TH) + f V(@) AWy (2) + v(THYi (T} — v(SHWVy(SH) =
st

TyAn

V(T) (Vo (T) = Vi (Te) + cup(Ti)) + f V(1) dWy (1) + v(T)V (Tx)
0
TyAN

—v(0)Vy(0) = cu(TH1[T, <n]—m= J v(t)dr.

0
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Uwzgledniajac ciagta kapitalizacje odsetek i dokonujac przeksztatcen algebraicz-
nych, zmienna ta w ubezpieczeniu UZ przyjmuje postac:
min(Ty,n)

ZL(n) = ce 9™x1[T, < n] — nf e %7dr =
0

1— e—5~min(Tx,n)

)

=ce %1[T, <n]-m-

Natomiast uwzgledniajac strumienie ptatnosci charakterystyczne dla ubezpiecze-
nia UD, otrzymuje si¢ zmienng losowa w postaci:
min(Ty,n)
ZL(n) =de ®™1[T, <n]l-n f e~%7dr.
0

Powyzsze wzory mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia podstawowych charakte-
rystyk rozktadu zmiennej losowej, odpowiednio w ubezpieczeniu UZ oraz UD, poniewaz
strata ubezpieczyciela jest zmienng losowa wykorzystywang do wyceny przepltywow
pienigznych, a tym samym dla wyceny danego ubezpieczenia istotna jest precyzja tego
oszacowania. Jako miary zréznicowania przyjeto rozstep, wariancje i odchylenie stan-
dardowe.

W przypadku ubezpieczenia UZ minimalng strate osiggnie firma ubezpieczenio-
wa wowczas, gdy ubezpieczony przez caty okres bedzie optacat sktadki i przezyje n lat.
Natomiast maksymalna warto$¢ zostanie osiggnigta, gdy ubezpieczony umrze zaraz po
zawarciu umowy ubezpieczenia. Wartosci te wyznaczone na podstawie powyzszego
wzoru wynoszg odpowiednio:

1— e—6~n
ZLpin(n) = >
ZLpax(n) =c.
Odchylenie standardowe catkowitej straty wyznacza si¢, korzystajac ze wzoru na

wariancje, ktore w przypadku tego ubezpieczenia jest postaci:

n n
OzL(n) = \]f UZ(T)RI%ID (@) M uyp(r)dr = \/f e=25%(c — Vy(1))? pfpuyp(t)dr.
0 0

Analogicznie wyznacza si¢ zakres zmiennosci i odchylenie standardowe w przy-
padku ubezpieczenia UD. Nalezy zauwazy¢, ze zakres zmiennosci tylko pozornie jest
funkcja jednego parametru N, tj. okresu ubezpieczenia, zalezy on rowniez od wysokosci
sktadki ubezpieczeniowej, ktorej wysoko$¢ uzalezniona jest od wieku ubezpieczonego.
Na precyzj¢ oszacowania, ktorej miernikiem jest odchylenie standardowe, w sposob
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jawny wptywa zaréwno okres ubezpieczenia (n), jak i wiek osoby ubezpieczanej (X).
Przedstawione wzory sg podstawa dalszych obliczen numerycznych, ktérych wyniki
zamieszczono w ponizszych tabelach. W tabeli 7.1 przedstawiono zakres zmiennoSci,
wariancje 1 odchylenie standardowe procesu catkowitej nadwyzki finansowej w zalez-
nosci od wieku wstepu w 20-letnim ubezpieczeniu na zycie z suma ubezpieczenia row-
ng 1l j.p.

Tabela 7.1. Rozstep i odchylenie standardowe straty ubezpieczyciela dla UZ w zalezno$ci od X

X ZL i (n) ZL () Var(ZL(n)) OzL(n)
20 -0,0216448 1 0,0119596 0,10936
30 -0,0456473 1 0,0219499 0,148155
40 -0,139512 1 0,0421105 0,205208
50 -0,488013 1 0,0644889 0,253947

Zrédlo: opracowanie wlasne.

W tabeli 7.2 zamieszczono warto$ci tych samych charakterystyk w zaleznosci od
okresu ubezpieczenia UZ zawartego z 30-latkiem.

Tabela 7.2. Rozstep i odchylenie standardowe straty ubezpieczyciela dla UZ w zaleznosci
odn

X ZLpin(m) ZLpax() Var(ZL(n)) OzL(n)
20 -0,0456473 1 0,0219499 0,148155
30 -0,166817 1 0,0269944 0,1643
40 -0,575809 1 0,0254427 0,159508
50 -0,922462 1 0,0241977 0,155556

Zrodto: opracowanie wilasne.

W tabelach przedstawiono minimalng i maksymalng wartos¢ straty oraz jej od-
chylenie standardowe. Nalezy zauwazy¢, ze najbardziej niekorzystny (dla firmy ubez-
pieczeniowej) mozliwy scenariusz jest wowczas, gdy ubezpieczony traci zdrowie bez-
posrednio po zawarciu umowy ubezpieczenia i pozostaje w nim przez caly okres
ubezpieczenia. W tym przypadku zaktualizowana warto$¢ straty firmy jest rowna 1
i tylko pozornie nie zalezy od wieku osoby ubezpieczonej. Z tabeli mozna odczytac
réwniez warto$¢ odchylenia standardowego catkowitej straty, ktorego wielkos$¢ wskazu-
je na to, ze warto§¢ maksymalna nie miesci si¢ nawet w trzysigmowym przedziale
zmienno$ci. Swiadczy to o tym, ze prawdopodobienstwo osiggniecia przez firme strat
tego rzedu jest bliskie zeru i w zwigzku z tym w wycenach strumieni finansowych ubez-
pieczyciel za maksymalng mozliwg warto$¢ straty moze przyjmowac warto$¢ wynika-
jaca z uzyskanego przedziatu.
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Aby okresli¢ rozktad catkowitej straty, nalezy wyznaczy¢ rozktad tacznych prze-
pltywow pienieznych. Rozktad tacznych przeptywow pienigznych wyznacza si¢ ze wzo-
ru (7.15), ktory dla ubezpieczenia tradycyjnego dany jest wzorem:

PY(0,u) =
n

o1
f 2o (5) - Py | 5, mou = f ”E?dwﬂ(r) cup(s) | ds

0
+ o1 U v(D)dWy(t) < u].

Po uwzglednieniu ptatnosci wynikajacych z ubezpieczenia na zycie UZ powyzszy

wzor przyjmuje postac:

Py (0,u) =

; 1 F (D)
HH SPY| s, —u+n| —=dr—c |ds+
Oj pr .uHD( ) D U(S) ( )

+ piH1 [ fv(r)dr < u] =

0
n

HH w 5 ) 1-e®
sPx typ (s) Pp S,u-e5+n~eST—c ds +
0

1—e™0m
anHl[ s < u] =

e¥s —1
fsng#HD(S)P‘LA)/<S,u-e‘SS+7I 5 —c>d5+
0

1— e—Sn
+ piH .1 [—TL'T < u].

1 v
Prawdopodobienstwo P} (s e ) u+m f %dr - c) wystepujace w powyz-
szym wzorze zdefiniowane jest nastepujaco:
és
e”—1
]P’,VJV<s,u-e‘SS+7T 5 —c>=
P ([ e aw (1) < ue® + m==— c|X(s) = D).
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Przy uwzglednieniu tej definicji i po dokonaniu dalszych przeksztalcen wzoru,
otrzymuje si¢ nastepujaca posta¢ rozktadu tacznych przeptywow pienieznych:
P (0,u) =
és

n n e
f P2 uyp (s) P (f e 5= dw (1) < ues + - c|lX(s) = D)
0 N

1—e%n
+np§’H1[—nTSu =
ST, -én
e x—1 1—e
=]P’<OSue5TX+nT—C>+np,’ZHl[—nTSu =
1 T+ cod HH 1—e %"
=P szgln<n+u5> + 2P 1 —nTSu =

t1

1—e o1
=037+ 1 [—n—5 < u].

Dystrybuanta tacznych przeptywow pieni¢znych dana jest wigc wzorem:

0 dla u < —mag
HH  dla —ma; <u < ce % —nma;
Fiyw) = PHO,w) = ™% e .
t,Px dla ce —nmazp<u<c
1 dla u=c

Nastepnie wyznacza si¢ dystrybuante catkowitej straty, przy czym zachodzi za-
leznosé: FH (u) = Fii(u — e~V (n)) = Fi(w). Wykresy dystrybuant catkowitej stra-
ty ubezpieczyciela dla ubezpieczenia UZ zawartego z osobg 30-letnig w zaleznosci od
okresu trwania ubezpieczenia (n =20, 30, 40, 50) przedstawiono na rysunku 7.1.
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n=20 n =30

1 _/_'_
0.8

u u
-0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 7.1. Dystrybuanta calkowitej straty dla ubezpieczenia UZ zawartego z 30-latkiem

w zaleznosci od okresu ubezpieczenia n

Zrédlo: opracowanie wlasne.

W analogiczny sposob wyznacza si¢ rozklad przysztej straty ubezpieczyciela dla
dowolnego momentu t trwania ubezpieczenia.

W przypadku umowy ubezpieczenia zlozonego UZ/UD z wykupiong opcja do-
datkowa NW_AI + ADI, ktérego model opisano w rozdziale 2, natomiast strumienie
ptatnosci charakterystyczne dla tego typu ubezpieczenia przedstawiono w rozdziale 3,
warto$¢ straty wynikajacej z zawartej umowy ubezpieczenia ztozonego rowna jest sumie
strat zwigzanych odpowiednio ze stanem H i stanem NW Al Pozostate dwa stany to
stany pochlaniajace, wiec straty w takim przypadku nie badamy. Posta¢ tych zmiennych
oznaczono odpowiednio ZL"(n) oraz ZL#/(n). Strata ubezpieczyciela zwigzana ze stanem
H jest nastgpujacg zmienng losowa:

ZIH(n) =
i
D VTR + 0T Rap (T + [ w(@dw @
l SlH

+ (T (T = v(S[HVu (S
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oraz strata zwigzana ze stanem NW_AI dana jest wzorem:

ZLA (n) =
T
D @R (T + [ 0@ AW () + (W (T
l SiAI
— (S (2.

Przy uwzglednieniu przestrzeni stanéw i mozliwych przej$¢ miedzy nimi w tego
typu ubezpieczeniu i po dokonaniu dalszych przeksztalcen, powyzsze wzory przyjmuja
odpowiednio nastepujaca postac:

ZLH(n) =

Tl
V(T Rus(T{) + v(T{)Rup (T1') + f V(@) dWy (1) + v(T{)Vy (T1)
0
—v(0)Vy(0) =
Ty
= oIV = V() + s (L) + enp (1) + | v@aw @),
0

za$ strata zwigzana ze stanem NW_AI przyjmuje postac:

ZLA (n) =

VTR (T + [ 0@ AW @) + (W (T
st

— u(SE V(A1) =

Al
T

= o e (1) = v(SEVa(SED + [ v(@dWy (@),
s

Wielko$¢ straty ubezpieczyciela zalezy bezpo$rednio od realizacji procesu {X (t)},
czyli procesu aktywizacji opcji ubezpieczenia. W rozpatrywanym przyktadzie mozliwe sa
nastepujace jego realizacje:

— ubezpieczony pozostanie zdrowy przez caly okres ubezpieczenia lub do mo-

mentu $mierci, jesli nastapi ona w dowolnym momencie trwania umowy,
— ubezpieczony straci zdrowie w dowolnym momencie trwania umowy ubezpie-

czenia.
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Niech wige T bedzie zmienng losowa okreslajaca przyszly czas zycia w zdro-
wiu osoby w wieku x lat, za$ T, oznacza przyszty czas zycia osoby X-letniej. Wowczas
warto$ci zmiennej losowej ZLH(n) zaleza od procesu aktywizacji opcji ubezpieczenia.
Jesli ubezpieczony pozostanie zdrowy przez caty okres ubezpieczenia lub do momentu

$mierci, strata zwigzana ze stanem H jest nastepujaca:
1_6—5-min(Tx,n)

ZLH(n) = e~ dmn(Tem) (—y, (min(T,,n)) +¢) — 1 5

Jesli ubezpieczony straci zdrowie, wowczas zmienna losowa ZL"(n) jest postaci:

ZLE(n) =
1—6_5 min(ng,n)

e~ S M) (Y (min(TH, n)) — Vy(min(TH,n)) + 2¢) —
s P H P 5

Natomiast zmienna losowa ZL4/(n) przyjmuje warto$¢ zero, gdy ubezpieczony
pozostanie zdrowy przez caty okres ubezpieczenia lub umrze w okresie jego trwania,

natomiast gdy utraci zdrowie, zmienna ZL#/(n) przyjmuje wartos$c:

ZLAI (n) — Ce—S min(Ty,n) _ VAI (min( Tf, n))e—6 min(TH n) .

Tak jak w poprzednim przyktadzie jako miary zréznicowania przyjeto rozstep,
wariancj¢ i odchylenie standardowe. Minimalng warto$¢ straty ZL"(n) osiagnie firma
ubezpieczeniowa wowczas, gdy ubezpieczony przez caty okres bedzie optacat sktadki
1 przezyje n lat. Natomiast maksymalna warto$¢ zostanie osiggnigta, gdy ubezpieczony
ulegnie nieszczesliwemu wypadkowi zaraz po zawarciu umowy ubezpieczenia. Stad

wartosci te wynosza odpowiednio:
1— e—Sn
ZIE . (n) = —T——s— oraz ZLH . (n) = V,,(0) + 2¢ + B.
W przypadku zmiennej ZL*(n) minimalna warto$¢ zostanie osiagnigta, gdy
ubezpieczony zachoruje po podpisaniu umowy i przezyje do wieku X + n, natomiast
warto$¢ maksymalna, gdy zachoruje zaraz po podpisaniu umowy i umrze w wieku x +#,

czyli:
ZLA (n) = —Vs(0) oraz ZLAl, . (n) = 2c +  — V5(0).

Na podstawie tych warto$ci wyznacza sie przedziat [Z L, (1), ZLyyq,(n)] nazy-
wany zakresem zmienno$ci straty ubezpieczyciela. Analogicznie mozna wyznaczy¢
mozliwe do osiggniecia jej warto$ci: minimalng i maksymalng, ktére wynosza:

1—e %"

Zlmin(n) = - ———

5 oraz ZLya,(n) = 2c + (.
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Natomiast wariancja catkowitej straty dla ubezpieczenia UZ z opcja NW_AI +
ADI przyjmuje postac:

Var(L(n)) = Var(L¥ (n)) + Var(L4 (n)) =

- f (1) 2 RZ,.(7) Py (0, D ptyaie (1)l

0 k#j
n
+ f v3(1) Z RZ 1 (©) Pyas (0, D) pap (¥)d
0 k#j
n

- f €25 (V) (1) — Vg (2) + 2¢ + B)2 pM tpy (D)l

0
n

2
+ f 9_2&(5 - VH(T)) D pyp (T)dt

0
n

; f 728 (¢ — Vg (1))? 0l i (D).
0

Woweczas odchylenie standardowe catkowitej straty oblicza si¢ ze wzoru:

oz1my = Var(ZLA(n)) + Var(ZLA (n)).

Analogicznie jak w przypadku tradycyjnych ubezpieczen rowniez w przypadku
wykupienia opcji dodatkowych zakres zmiennosci straty jest funkcja tylko dwoch para-
metrow: n — okresu ubezpieczenia oraz wieku osoby ubezpieczonej. Na precyzje osza-
cowania, ktorej miernikiem jest odchylenie standardowe, wplywa natomiast zar6wno
dtugos¢ okresu ubezpieczenia, jak i wiek osoby ubezpieczanej. Dalszych obliczen wy-
branych charakterystyk nadwyzki finansowej dokonano, wykorzystujac program Ma-
thematica. W tabelach 7.3-7.4 przedstawiono wyniki obliczen dla 20-letniego ubezpie-
czenia UZ z opcja NW_AI + ADI. W tabeli 7.3 przedstawiono wartosci przyjetych miar
zroznicowania (rozstepu, wariancji i odchylenia standardowego) dla catkowitej nadwyz-
ki finansowej w zaleznosci od wieku wstepu osoby ubezpieczanej. Natomiast w tabeli
7.4 przedstawiona jest minimalna i maksymalna warto$¢ nadwyzek finansowych zwig-
zanych z mozliwymi stanami wynikajacymi z zawartej umowy ubezpieczenia oraz ich
odchylenia standardowe.
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Tabela 7.3. Rozstep i odchylenie standardowe straty dla UZ z opcja NW_AI + ADI w zalez-
nosci od X

X ZLpin(n) ZL (M) Var(ZL(n)) OzL(n)

20 -0,247578 3 0,056778361 0,23828210
30 -0,342717 3 0,077022849 0,277529906
40 -0,639061 3 0,136475390 0,369425757
50 -1,56936 3 0,253460510 0,503448617

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Tabela 7.4. Rozstep i odchylenie standardowe straty zwiazanej z okreslonym stanem dla UZ
z NW_AI + ADI w zaleznos$ci od X

x | ZLR, (n) ZLE (n) |Var(ZLi(m))| ZzLS,,(n) ZLS, . (n) | Var(ZL®(n))
20 -0,247578 2,07319 0,0566161 -0,0731912 0,926809 | 0,000162261
30 -0,342717 2,0895 0,0766651 -0,0894953 0,910505 | 0,000357749
40 -0,639061 2,12681 0,134894 -0,126812 0,873188 | 0,00158139
50 -1,56936 2,20692 0,248913 -0,206918 0,793082 | 0,00454757

Zrodto: opracowanie wilasne.

Rozwazmy sytuacje, gdy umowa zawarta zostata z me¢zczyzna w wieku 30 lat.
Najgorszy (dla firmy ubezpieczeniowej) mozliwy scenariusz jest wowczas, gdy ubezpie-
czony traci zdrowie bezposrednio po zawarciu umowy ubezpieczenia i pozostaje w tym
stanie przez caty okres ubezpieczenia. W tym przypadku zaktualizowana wartos¢ stra-
ty firmy rowna jest 3 j.p. Z drugiej strony firma moze osiagna¢ zysk w wysokosci 0,342717 j.p.,
jezeli ubezpieczony pozostanie zdrowy przez caty okres ubezpieczenia i bgdzie placit
sktadki zgodnie z zawartg umow3. Z tabeli mozna odczytac, ze odchylenie standardowe
straty wynosi 0,277529906 j.p. Wynika stad, ze o ile warto$¢ maksymalnego zysku
znajduje si¢ w trzysigmowym przedziale ufnosci, to warto$¢ maksymalnej straty, po-
dobnie jak w poprzednim przyktadzie, nie miesci si¢ w tym przedziale. Fakt ten ubez-
pieczyciel moze wykorzysta¢ miedzy innymi w dokonywanych prognozach, kalkulacjach
czy wycenach, przyjmujac za maksymalng stratg wartos$¢ 0,83259 j.p. wynikajaca ze
zroznicowania catkowitej straty. Z drugiej strony wyniki wskazujg, ze zmiennos$¢ cat-
kowitej straty zalezy w znacznym stopniu od zmiennos$ci straty zwigzanej ze stanem H,
natomiast zmienno$¢ zmiennej L*/(n) tylko w nieznacznym stopniu przyczynia si¢ do
zmiennosci catkowitej. Powodem matego zroznicowania L*/(n) w poréwnaniu ze zroz-
nicowaniem LY(n) jest duze prawdopodobienstwo, ze polisa zawsze pozostanie w stanie
H i wowczas L4(n)=0. Ponadto przedstawione w tabelach zakresy staty wskazuja na

sko$nos¢ jej rozktadow.
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Aby okresli¢ rozktad catkowitej straty, nalezy wyznaczy¢ rozktad tacznych prze-
pltywow pienieznych dla ubezpieczenia podstawowego z wykupiona opcja NW. Rozktad
ten dla ubezpieczenia na zycie z opcja NW wyrazony jest nastepujgcym wzorem:

Py P (0,u) =

n 1 N

= OJ. P uus(s) ]PZV(T) S'v(s)u - !Zg; dWy (1) — cps(s) |ds
n e 1 S

. Of Pl @) Py | 5o - Oj TS Wy () = cuo(s) | s

+ anIC{Hl [f v()dWy(7) < u] =

0

i weo (s, 1€
sPx " Uus(s) Pg s, e u+7TW_2C ds

HH ()]P)W(T) 8y + 1_8_65_ d
PR p () Py 5 e u+ T ———m—c | ds

]
|

1— e—8n
+ pHH1 [n— < u].
6
Uwzgledniajac rownosci:

1— e—SS
pr® (s, eSu+m———— 2c> =

Se~0s
n -8s
( W < 6s 1 — =
(_ (T)_e u+nW—2c|X(s)—S P
1 _e—ds
PY® (s, ey T c) =
0 5s 1—e™®
P ()dW(T)<€ u+nT—c|X(s):D 5

otrzymuje si¢ rozktad tacznych przeptywow pienieznych okreslony nastepujacym wzo-

rem:
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Py 0,u) =

n —8s

f sPx " Hus(s) P fﬁ— W(T)<6’65u+”—is

5o —2c|X(s) =S |ds
0

—&s

1—e
——5.— —¢lX(s) =D |ds

fspx Uup(s) P < E— AW () <e®u+m 508
0

1 T+ 2¢cd 1 T+ co
=P Tf>—ln( ) +P sz—ln< )

) T+ ud 0 T+ ud
t1 t2
1 _e—5n
+ pHH1 m—— <ul= . pf + 0+ 0fH - l[na < u
__,—/
arm)

= . P2+ o+ oS+ i 1[mag < ul.

Nastepnie wyznacza si¢ rozktad catkowitej straty ubezpieczyciela w indywidual-
nym ubezpieczeniu UZ z opcja NW. Zgodnie z tym wzorem dystrybuanta tej zmiennej
spetnia zalezno$¢:

Fitoy W) = Fpy iy (u = v(m)Vymy(m) + V(0)) = Fp iy (w).

Stad posta¢ analityczna dystrybuanty jest nastepujaca:

Fil ) = Ff () =

(0 dla u < —map
Py dla —ndSu<c-e‘5n—nd
ijzg(r)(o;u)=< e, Pt dla C-e_‘s”—ndSu<c
I ey e dla ¢ <u<2c-e™ " —nag
1 dla u=2c-e " —nag

Dystrybuanta straty, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, jest funkcja wieku
wstepu i okresu trwania ubezpieczenia. Na podstawie powyzszego wzoru mozna badac
jej ksztalt w zaleznosci od tych parametrow. Powyzsze rozwazania dotyczyty catkowitej
straty ubezpieczyciela wynikajacej z ubezpieczenia podstawowego z opcja NW. W ana-
logiczny sposdb mozna bada¢ rozklad straty ubezpieczyciela dla dowolnego momentu t

trwania ubezpieczenia, biorgc pod uwagg jedynie przyszte przeptywy pieni¢zne.
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7.5. Wyplata z portfela polis i jego ryzyko

Rozwazmy portfel ztozony z m polis ubezpieczenia zawartych z osobami w wieku
X1, X, ..., Xm 0dpowiednio na okres ubezpieczenia n,, N, ..., N,. W przypadku ubezpieczen
na zycie, ktore sprzedawane sg indywidualnie, poszczegdlne procesy ptatnosci dla port-
fela sg sumg strumieni ptatnosci z indywidualnych polis w portfelu. Dlatego tez proces
zagregowanej wyplaty dla portfela jako catoéci oznaczony {WFTF(t)},., wyznaczono
jako sume $§wiadczen zwigzanych z indywidualnym ubezpieczeniem. Zaktualizowana

warto$¢ zagregowanej wyplaty wyraza si¢ nastepujacym wzorem:
m

PVETE(T) = Z f e =D gwl(7),
=17
gdzie W'(t) — proces skumulowanych §wiadczen w indywidualnym ubezpieczeniu.
Wz6r ten okresla ogolng wyceng wyplaty z portfela polis. Powinien by¢ postrze-
gany jako dajacy wazng informacje¢ o ryzyku finansowym zwigzanym z portfelem. In-
formacje te sa niezwykle przydatne w dtugoterminowym planowaniu, kalkulacji sktadek
i dla zachowania wyplacalnosci ubezpieczyciela. Przy uwzglednieniu rodzaju $wiadczen

powyzszy wzor przyjmuje postac:

PVETF(T) =

t
— S (T— l l
f e “Z Iix - (46 @ +dp ()
0 j

I

+ Y @AY || =

k+j

m
= f e~ 8@t Z Z I{X(l)(r):j} (dcj(l) () + dDj(l) (T))
j =1

T

f —8(r t)ZZZ D @AN (D).

j k#jl=

W pracy zaklada si¢ niezalezno$¢ szkoéd wynikajacych z réoznych kontraktow
ubezpieczeniowych. Zatozenie to powoduje, ze przedstawiony proces odpowiada tylko
niektorym szczegolnym grupom ubezpieczen. Dobrze opisuje on grupe ubezpieczen na
zycie, do ktorych zaliczamy ubezpieczenia z opcjami dodatkowymi. Zatem jego para-
metry wyznacza si¢ ze wzorow na wartos$¢ oczekiwang i wariancje sumy niezaleznych

zmiennych losowych:
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m

VI (IX) =ty X7 = i) = ) E@WL(DIX'(O) = 1),
=1

m
Var(PVETE(T)|X1(t) = iq,..., X™(t) = i) = Z Var(Zth(T)|Xl(t) = il).

=1
W przypadku ubezpieczen tego typu najwazniejszymi czynnikami réoznicujagcymi
ubezpieczonych jest wiek i pte¢. Wyrdznia si¢ tez czynniki réznicujgce rodzaj ubezpie-
czenia, tj. okres ubezpieczenia oraz typ ubezpieczenia podstawowego (UZ — ubezpiecze-
nie na zycie, UD — ubezpieczenie na dozycie, UZD — ubezpieczenie mieszane). Zatem
analizujac zagregowang wyplate z portfela na podstawie indywidualnych polis sktada-
jacych si¢ na portfel i wyznaczajac parametry jej rozktadu, dokonano podziatu portfela
na klasy wedtug nastgpujacych czynnikow réznicujacych: wiek i pte¢ ubezpieczonego
(xk, %) oraz okres i przedmiot ubezpieczenia (nk, %) W zwigzku z tym niejednorod-
ny portfel polis dzieli si¢ na jednorodne klasy G,, G, ..., Gy o liczebnosci k-tej klasy
odpowiednio M. Uwzgledniajac czynniki réznicujace, strukture jednorodnej klasy

oznaczono jako:

Gy = (xk' Nk, UZ/UD » My, Pk)-
Wowczas wartos¢ oczekiwang zagregowanej wyplaty wyznaczono w nastepujacy
Sposob:
E(PVETF(TY(T)) =

E (Z PVtG"(.‘T)) = Z my E (PV,5(T)) = mz pe E (PV(D)).
k k k

gdzie PVCk(t) — proces zagregowanej wyplaty z jednorodnej klasy,

PV (t) — proces skumulowanych $§wiadczen w indywidualnym ubezpieczeniu

z k-tej klasy,

p« — prawdopodobienstwo zaliczenia ubezpieczonego do k-tej klasy.

Z powyzszego wzoru wynika, ze warto$¢ oczekiwana zagregowanej wyplaty dla
catego niejednorodnego portfela jest suma wartosci oczekiwanych z poszczegolnych klas
jednorodnych. W analogiczny sposob wyznacza si¢ wariancje zagregowanej wyptaty
jako sume wariancji z wydzielonych klas.

7.6. Zagregowana wyptata dla przykladowych portfeli ubezpieczen

Najprostszym przyktadem jest ubezpieczenie podstawowe bez zadnych opcji do-
datkowych, obejmujace ubezpieczenie na zycie (UZ), czyste ubezpieczenie na dozycie
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(UD) czy ubezpieczenie mieszane na zycie i dozycie (UZD). Przedmiotem takich ubez-
pieczen jest zycie ubezpieczonego. Zagregowana wyplata dla portfela w tego typu ubez-

pieczeniu jest rowna:

m n
PVITE(T) = Z de~ ™ DIi(n) + ¢ f e DANg, (7) |.
=1 t

W pierwszej kolejnosci zbadano parametry catkowitej zagregowanej wyptaty
(nazywanej rowniez catkowitymi skumulowanymi $wiadczeniami), czyli obejmujace;j
catkowite strumienie ptatnosci z uwzglednieniem wieku osdb ubezpieczanych i dtugosci
okresu ubezpieczenia. Analizg objeto klase jednorodng mezczyzn wieku X lat, ktorzy
zawarli n-letnie ubezpieczenie na zycie, a uwzgledniajagc rowniez wymienione czynniki
roznicujace jej strukture, oznaczono ja G = (X, n, UZ, M, 1). Wykresy wybranych parame-
tréw (wartosci oczekiwanej i odchylenia standardowego) zagregowanej wyptaty dla
jednorodnego portfela o okreslonej strukturze i liczebnosci rownej odpowiednio
M=1,10, 100, 1000 przedstawiono na ponizszym rysunku.

Rysunek 7.2. Warto$¢ oczekiwana zagregowanej wyplaty z portfela o strukturze G=(X,n,UZ, M, 1)
Zrodto: opracowanie wiasne.
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Z powyzszych rysunkow wynika, ze w przypadku portfeli jednorodnych liczba
polis w portfelu wptywa jedynie na rzad wielko$ci wartosci oczekiwanej. We wszystkich
przypadkach warto$¢ oczekiwana catkowitej zagregowanej wyplaty, jak mozna si¢ byto
spodziewac, niezaleznie od wieku wstepu, jest rosngca funkcja okresu trwania ubezpie-
czenia n. Natomiast jezeli rozpatrujemy ja jako funkcje wieku osoby ubezpieczanej, to
mozemy zaobserwowac, ze dla wieloletnich kontraktow ubezpieczeniowych sa to funk-

cje rosngce, natomiast dla malych wartosci n jest to funkcja prawie stata.

Uz M1 Uz M 10

Rysunek 7.3. Odchylenie standardowe zagregowanej wyplaty z portfela o strukturze
G=x,n,UZ,M,1)

Zrodto: opracowanie wilasne.

Odchylenie standardowe jest miarg doktadnosci oszacowania przecigtnych sku-
mulowanych §wiadczen. Przedstawione wykresy wskazuja, ze rowniez w przypadku
odchylenia standardowego liczba polis wptywa jedynie na rzad wielkosci i nie wptywa
na przebiegi i wlasnos$ci przedstawionych funkcji. Wykresy odchylenia standardowego
we wszystkich przypadkach wskazuja, ze dla ustalonego wieku osoby ubezpieczanej
odchylenie standardowej rosnie od n=1 do maksimum i nast¢gpnie maleje az do n = 60.

Natomiast jako funkcje wieku 0so6b ubezpieczonych sa to funkcje rosnace.
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Przedstawione wlasno$ci funkcji mozna doktadniej przeanalizowac, rozpatrujac
umowy zawarte z ubezpieczonym w okreslonym wieku. Przyjeto wiek ubezpieczonych
mezczyzn 30 lat, co oznacza zbadanie parametrow rozktadu zagregowanej wyptaty
z portfela o strukturze odpowiednio G = (30, n, UZ, M, 1).

wartos¢ oczekiwana odchylenie standardowe
o0 / ‘T ~ ~
50 / e AN
N -
40 / /
30 / oL /
20 /
< 1
10
e
B CEE L Salienhbrpeinier S [grm = e e

10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

Rysunek 7.4. Warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe calkowitej zagregowanej wy-
platy z portfela o strukturze G=(30,n,UZ,M,1) i M=1,10,100,1000

Zrodto: opracowanie wilasne.

Analizujac wyniki uzyskane dla struktury portfela G = (30, n, UZ, M, 1), potwier-
dza sie, ze liczba polis w portfelu wptywa jedynie na rzad wielkos$ci, a przebieg i wia-
snosci wartosci oczekiwanej i odchylenia standardowego jako funkcji n nie ulegaja
zmianie przy roznych wartosciach M. Dlatego tez, ze wzgledu na wystepujace analogie,
do dalszej analizy wybrano portfel o ustalonej liczebnosci, tzn. przyjeto M =100 przy
niezmienionych pozostatych czynnikach réznicujacych, czyli zbadano ksztattowanie si¢
wybranych charakterystyk funkcyjnych dla portfela o strukturze G =(30,n, UZ, 100, 1).
Otrzymane wyniki przedstawiono na rysunku 7.5.
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wartos¢ oczekiwana odchylenie standardowe
14

12

10

10 20 30 40 S0 60 10 20 30 40 50 60

typowy przedziat zmiennosci przedziat trzech odchylen
15 Ve - 17.5 —_ =
— e
12.5 is = s
/7 12.5
10 7 / - "
0
7.5 77 ' 4 4
) / / 7.5 Vs Va
5 Ve -~
s S — /7
—
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— — n
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Rysunek 7.5. Parametry calkowitej zagregowanej wyplaty z portfela G = (30,n, UZ, 100, 1)
Zrodho: opracowanie wlasne.

Wykresy analizowanych parametrow catkowitej zagregowanej wyptaty dla port-
fela G=(30,n, UZ, 100, 1) wskazuja, ze wartos¢ oczekiwana jest rosnacag funkcja okresu
ubezpieczenia, natomiast w przypadku odchylenia standardowego otrzymano funkcje,
ktora osigga maksimum w punkcie Nya = 39,1, dla ktorego pHH = 0,7. Oznacza to, ze
w tym przypadku najmniejsza precyzja szacunku oczekiwanej zagregowanej wyplaty
z portfela charakteryzuje portfel ubezpieczen zawieranych na okres ok. 35-45 lat. Aby
potwierdzi¢ te tendencje, wyznaczono odchylenie standardowe dla jednorodnych port-
feli ubezpieczen zawieranych z osobami w wieku 20, 30, 40 1 50 lat.
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G = (20,n,100,UZ) G = (30,n,100,UZ)

10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

G = (40,n,100,UZ) G = (50,1,100,UZ)

/ 10 20 30 40 50 60

Rysunek 7.6. Odchylenie standardowe wyplaty z jednorodnego portfela G = (X, n, UZ, 100, 1)
x=20,30,40i50

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Powyzsze wykresy przedstawiaja, w jaki sposob czynniki réznicujgce, jakimi sg
wiek osob ubezpieczanych i okres ubezpieczenia, wptywaja na doktadnos¢ szacunku
oczekiwanej zagregowanej wyplaty z portfela. We wszystkich przypadkach wartos¢
odchylenia standardowego rosnie i maksimum osigga w punkcie, dla ktorego spetniony
jest warunek ,p, = pI" =0,7. W zwiazku z tym najmniejszg precyzja szacunku
zagregowanej wyptaty charakteryzuja si¢ ubezpieczenia zawierane na okres N, Drugi
aspekt przeprowadzonej analizy wiaze si¢ z analiza wlasnosci procesu przysztych sku-
mulowanych $wiadczen juz w okresie trwania ubezpieczenia, z uwzglednianiem ewen-
tualnych niedoszacowan w przysztych ptatnosciach. Zbadano wigc wartos¢ oczekiwang
i odchylenie standardowe przysztej zagregowanej wyptaty dla portfela polis o strukturze
G=(30,n,M, UZ), tzn. na portfel sktadajg si¢ n-letnie polisy ubezpieczenia na zycie
zawarte z m¢zczyznami w wieku 30 lat; do obliczen przyjeto okres ubezpieczenia réw-
ny odpowiednio 20, 30, 40 i 50 Iat.
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M=1 M =10
——m——) = G lat
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Rysunek 7.7. Warto$¢ oczekiwana wyplaty z portfela o strukturze G=(30,n,M,UZ)

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Rysunek 7.8. Odchylenie standardowe wyplaty z portfela o strukturze G=(30,n, M, UZ)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Podobnie jak w przypadku calkowitej zagregowanej wyptaty, rowniez analizujac
przyszle $wiadczenia wynikajace z portfela jednorodnego, mozna stwierdzic, ze wielkos¢
portfela wptywa na rzad wielkos$ci, natomiast przebieg wartosci oczekiwanej jako funk-
cji czasu nie ulega zmianie. Interesujace jest zatem zbadanie, czy precyzja szacunkow
ulega zmianie w okresie trwania ubezpieczenia. Analizujac wyniki dotyczace odchylenia
standardowego, potwierdza sig, ze liczba polis w portfelu wptywa jedynie na rzad wiel-
kosci, a przebieg i wlasnosci odchylenia standardowego jako funkcji t nie ulegajg zmia-
nie przy réznych wartosciach M. Ponadto z powyzszych wykresow odchylenia standar-
dowego wynika, ze precyzja szacunku oczekiwanej zagregowanej wyplaty zalezy od
okresu ubezpieczenia. Dlatego tez do dalszej analizy wybrano portfel o ustalonej liczeb-
nosci (przyjeto M=100), czyli zbadano ksztaltowanie si¢ wybranych charakterystyk
funkcyjnych dla portfela o strukturze G = (30, n, 100, UZ) dla ré6znych okreséw ubezpie-
czenia n=20, 30,40, 50. Aby dokona¢ poréwnania precyzji szacunku, na kolejnym wy-
kresie przedstawiono wartos¢ oczekiwang przysztej zagregowanej wyptaty wraz z od-

powiadajacym jej przedzialem zmiennosci.

n =60

t

t '
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50 60

Rysunek 7.9. Przedzial zmienno$ci wyplaty z portfela o strukturze G=(30,n,100,UZ)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Na podstawie otrzymanych przedziatow zmiennos$ci przyszlej zagregowanej wy-
platy z portfela ubezpieczen zawieranych odpowiednio na 20, 30, 40 i 50 lat mozna za-
uwazy¢, ze niezaleznie od przyjetego okresu ubezpieczenia w okresie trwania ubezpie-

czenia precyzja szacunku zmienia si¢ w okresie trwania ubezpieczenia i nie ma
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jednoznacznej tendencji. We wszystkich przypadkach warto$¢ odchylenia standardowe-
go ros$nie i gwattownie spada pod koniec okresu ubezpieczenia. A zatem w okresie
trwania ubezpieczenia ubezpieczyciel moze korygowac ewentualne powstate w czasie
niedoszacowania zagregowanej wyplaty, jednak powinien uwzglednia¢ rosngce wartosci
odchylenia standardowego.

Przedstawione analizy dotyczyly parametrow zagregowanej wyptaty portfela
jednorodnego. Jesli portfel ubezpieczen jest niejednorodny, wowczas ubezpieczyciel,
uwzgledniajac czynniki réznicujace, powinien podzieli¢ go na jednorodne klasy i wy-
cenia¢ zgodnie z tym, co przedstawiono.

Aby zilustrowac, jak istotny jest podzial na jednorodne klasy, wyceniono niejed-
norodny portfel jako cato$¢ i z uwzglednieniem jednorodnych klas. Wybrano portfel
ubezpieczen o strukturze G = (x, n,UZ, 100,% z czynnikiem réznicujagcym, jakim jest
wiek 0sob ubezpieczonych. Zatem z catego portfela wydzielono ze wzgledu na wiek
ubezpieczonych cztery klasy:

Klasa 1: trzydziestolatkow,

Klasa 2: czterdziestolatkow,

Klasa 3: pie¢dziesigciolatkow,

Klasa 4: szesc¢dziesigciolatkow,
ktorzy zawarli n-letnie ubezpieczenie na zycie.

Klasom tym odpowiadaja portfele ubezpieczeniowe, ktorych struktura odpowied-
nio jest nast¢pujaca:

1
Klasa 5 Gl = (301 n; UZ! Mll Z),

1
Klasa 6: G, = (40.71. Uz, qu),

1
Klasa 7: G = (50, n,UZ, M3'Z)’

1
Klasa 8: G, = (60, n,UZ, M4,Z>.

Dla wskazanych portfeli jednorodnych oraz portfela niejednorodnego jako catosci
wyznaczono warto$¢ oczekiwang i odchylenie standardowe zagregowanej wyplaty oraz

wysokos¢ sktadki netto, a wyniki przedstawiono na ponizszych wykresach.
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wartos¢ oczekiwana ———————————Klasa Gl odchylenie standardowe

10 20 30 40 50 60
Rysunek 7.10. Wartos$¢é oczekiwana i odchylenie standardowe calkowitej zagregowanej
wyplaty w wyznaczonych jednorodnych klasach o liczebnosciach M; =M, =M;=M,=25

Zrodto: opracowanie wilasne.

»
w
»
@0 GGy
[ETSTRY

sktadka precyzja

10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

Rysunek 7.11. Skladka ubezpieczenia w wyznaczonych jednorodnych klasach oraz dla
portfela jako calo$ci wraz z precyzja jej szacunku

Zrodto: opracowanie wilasne.

Na powyzszych wykresach przedstawiono wycene portfela wraz z precyzja jej
szacunku dla portfela jako catosci (linia przerywana) oraz z uwzglednieniem niejedno-
rodnosci. Porownujac wyniki uzyskane dla niejednorodnego portfela, widzimy, ze wy-
ceniajac niejednorodny portfel, ubezpieczyciel powinien uwzglgdniaé jego strukturg.
W przypadku wyceny takiego portfela jako catosci, tzn. bez podziatu na jednorodne
klasy, sktadka za takie ubezpieczenie dla wszystkich bytaby ,,niesprawiedliwa”. Dla osob
ubezpieczonych nalezacych do klas G,i G, bytaby za wysoka, a dla ubezpieczonych z klas
G;i G, za niska. Innymi slowy jest ona za wysoka dla 0sob o niskim ryzyku, a za niska
dla ubezpieczonych o wnoszacych wysokie ryzyko do portfela. Jest to zjawisko tzw.
niekorzystnej klasyfikacji, ktore prowadzi do deficytu finansowego towarzystwa, a w kon-

sekwencji do jego bankructwa.
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Aneks A1. Podstawowe pojecia

W dodatku tym zawarto podstawowe pojecia zwigzane z ubezpieczeniami na
zycie. Ze wzgledu na obszerno$¢ niektorych pojec zostaly one przedstawione w swietle

ubezpieczen na zycie i dozycie, ktore sa przedmiotem zainteresowan w pracy.

Calkowite trwale inwalidztwo — obrazenia ciata lub choroba powodujace trwata i cat-
kowitg niezdolno$¢ do wykonywania jakiejkolwiek pracy zarobkowej przez okres usta-
lony w ogdlnych warunkach ubezpieczenia.

Nieszczesliwy wypadek — nagle zdarzenie, wywotane dzialajaca nagle i niezaleznie od
woli ubezpieczonego przyczyna zewnetrzng, w wyniku ktérego ubezpieczony doznat

uszkodzenia ciata, rozstroju zdrowia lub zmart.

Ochrona ubezpieczeniowa — prawne zobowigzanie towarzystwa ubezpieczeniowego do
wyplaty stosownych $§wiadczen finansowych w przypadku wystapienia zdarzen przewi-
dzianych polisg ubezpieczenia.

Ogélne warunki ubezpieczenia (OWU) — przepisy ubezpieczeniowe, tworzone przez
poszczegdlne towarzystwa ubezpieczeniowe, regulujgce wzajemne prawa i obowiazki
stron ubezpieczenia, okreslajace podmiot i zakres ubezpieczenia, zakres i czas trwania
ochrony ubezpieczeniowej, sposob ustalania zdarzen oraz wyptaty $wiadczen.

Okres ubezpieczenia — liczba lat, na jakie zostato zawarte ubezpieczenie.

Opcje — patrz ubezpieczenia dodatkowe.

Polisa ubezpieczeniowa — dokument wydawany przez ubezpieczyciela w celu potwier-
dzenia zawarcia umowy.

Portfel ubezpieczen — zbior ubezpieczen prowadzonych przez towarzystwo ubezpiecze-
niowe w danym okresie.

Przypadek zyciowy — rozne zdarzenia losowe zachodzace w zyciu cztowieka.

Renta kapitalowa — okresowe $wiadczenie pieni¢zne wyptacane regularnie przez ZUS
ubezpieczonemu, po osiggni¢ciu wieku emerytalnego lub w innym uzgodnionym okresie.
Ryzyko — niebezpieczenstwo i mozliwos¢ wystgpienia okreslonego zdarzenia losowego
(Smierci lub trwatego uszczerbku na zdrowiu), ktére zobowiazuje towarzystwo do wy-

ptaty swiadczenia.
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Skladka ubezpieczeniowa netto — tzw. cena za ryzyko ustalona wg zasady rownowaz-
nosci, zgodnie z ktora sktadka netto réwna jest wartosci oczekiwanej zaktualizowanych

przysztych §wiadczen wynikajacych z zawartej umowy ubezpieczenia.

Skladka brutto — kwota pieni¢zna, ktora ubezpieczajacy jest zobowigzany zaptacic
ubezpieczycielowi za udzielong przez niego ochrong.

Suma ubezpieczenia — wysokos$¢ przyszlego swiadczenia, jakie zobowiazuje si¢ wypla-
ci¢ ubezpieczyciel na wypadek $mierci osoby ubezpieczonej albo w razie dozycia przez

osobe ubezpieczong umowionego wieku.

Swiadczenie — wedtug przepisow kodeksu cywilnego jest to zobowiazanie wynikajace
z zawartej umowy ubezpieczenia, ktére polega na wyplacie okreslonej w umowie kwo-

ty pieni¢znej w razie zaj$cia przewidzianego w umowie zdarzenia losowego.

Ubezpieczenia dodatkowe — ubezpieczenie uzupeiniajace podstawowy zakres ochrony

ubezpieczeniowe;.

Ubezpieczenie na cale Zycie — ubezpieczenie na zycie, ktore zachowuje waznos¢ przez
cate zycie osoby ubezpieczonej, pod warunkiem optacania sktadek zgodnie z postano-
wieniami polisy.

Ubezpieczenie na zycie (terminowe) — ubezpieczenie na zycie, w ramach ktorego $wiad-
czenie jest wyptacane tylko w przypadku, gdy osoba ubezpieczona umrze w okreslonym
czasie.

Ubezpieczenie na dozycie — ubezpieczenie z grupy na zycie, ktére przewiduje wyplate
swiadczenia, gdy ubezpieczony dozyje okreslonego wieku.

Ubezpieczenie mieszane (ubezpieczenie na zycie i dozycie) — rodzaj ubezpieczenia na
zycie przewidujacy wyplate Swiadczenia, jezeli $mier¢ nastapi w ciggu okreslonej liczby
lat lub ubezpieczony dozyje okreslonego wieku.

Ubezpieczenie wieloopcyjne — umowa ubezpieczenia obejmujgca rézne przypadki zy-
ciowe.

Ubezpieczajacy — osoba, ktora zawarla umowe ubezpieczenia i zobowigzana jest do
optacania sktadek. Moze to by¢ umowa ubezpieczenia osoby trzeciej lub na zycie ubez-
pieczajacego (w tym przypadku ubezpieczajacy jest jednoczesnie ubezpieczonym).
Ubezpieczony — osoba, ktorej zycie, zdrowie i zdolno$¢ do pracy sg przedmiotem ubez-

pieczenia.

Ubezpieczyciel - wedtug ustawy o dzialalnosci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej jest
to podmiot prowadzacy, za zezwoleniem organu panstwowego, dziatalno$¢ ubezpiecze-

niowg w formie spolki akcyjnej albo w formie towarzystwa ubezpieczen wzajemnych.
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Umowa ubezpieczenia — wedlug kodeksu cywilnego przez umowg ubezpieczenia zaktad
ubezpieczen zobowiagzuje si¢ wyplaci¢ okreslone swiadczenie w razie zaj$cia przewi-
dzianego w umowie wypadku, a ubezpieczajacy zobowigzuje si¢ zaptaci¢ sktadke.
Uposazony, uprawniony — osoba imiennie wskazana w polisie ubezpieczeniowej lub
okaziciel polisy uprawniony do otrzymania okreslonej sumy ubezpieczenia na wypadek
$mierci ubezpieczonego.

Warto$¢ polisy — wspolna zaktualizowana warto$¢ przysztych sktadek i $wiadczen li-
czona na poczatku okresu ubezpieczenia.

Wiek wstepu — wiek osoby przystepujacej do ubezpieczenia okreslany w latach, stano-
wigcych réznice miedzy poczatkiem roku kalendarzowego, w ktorym zawierana jest

umowa ubezpieczenia, a rokiem urodzenia osoby ubezpieczone;.

Wypadek ubezpieczeniowy — zdarzenie losowe objete ochrong ubezpieczeniowa, po

zaj$ciu ktorego ubezpieczyciel wyplaca na mocy umowy $wiadczenie.
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